Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



I 




/• 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



fer -'■ r-««-- " 



ANALYTISCHE GEOMETRIE 



» 



Verlag von VEIT & COMP, in Leipzig. 



FÜMTIONENTHEOßETISCHE YORLESÜNGEN 

von 

Heinrich Burkhardt, 

0. Professor an der üniversitSt Zürich. 

Erster Teil. 

BINPÜHEÜN6 IN DIB THEORIE DER ANALYTISCHEN PUNKTION 

EINER COMPLEXEN YERlNDERLIGHEN. 

Mit zahlreichen Figuren im Text, 
gr. 8. 1897. geh. 6 J6, geb. in Ganzleinen 7 JH. 

DIE ENEßGlETIK 

NACH IHRER GESCHICHTLICHEN ENTWICKELÜNG. 

Von 

Dr. Georg Helm, 

0. Professor an der k. techn. Hochschule zu Dresden. 

Mit Figuren im Text. 

gr. 8. 1898. geh. 8 ^ 60 ^, in Ganzleinen geb. 9 ^4 60 ^. 

LEHRBUCH DER EXPERIMENTAL-PHYSIK 

zum eigenen Stadium und zum Gebrauch bei Vorlesungen 

von 

Dr. Eduard Riecke, 

o. ö. Professor der Physik an der ünlyersitftt Göttingen. 

Zwei Bände. 

Mit gegen 700 Figuren im Text, 
gr. 8. 1896. geh. 18 J6j geb. in Ganzleinen 20 Jf. 



LEHRBUCH DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE 

von 

Dr. Karl Rohn, und Dr. Erwin Papperitz, 

Professor der Mathematik Professor der Mathematik 

an der Königl. Sachs. Technischen Hoch- und darstellenden Geometrie an der 

schule zu Dresden, Eönigl. SSchs. Berg-Akademie zu Freiherg. 

Zwei Bände. 

Mit über 600 Figuren im Text. 

gr. 8. 1893 u. 1896. geh. 25 JH, geb. in Ganzleinen 27 Ji. 

DIE FUNDAMENTALEN PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN 

DER 

KRTSTALLE 

IN ELEMENTARER DARSTELLUNG 

von 

Dr. Woldemar Voigt, 

0. ö. Professor der Physik an der Universität Göttingen. 

Mit 52 Figuren im Text. 
8. 1898. geh. 5 J6. 



G 



LEHEBUOH 



DER 



ANALYTISCHEN GEOMETRIE 



VON 



DE. FRIEDEICH SCHUR, 

PB0FE8S0R DES GEOMETRIE AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE ZU KARLSRUHE. 



MIT -ZAHLREICHEN FIGUREN IM TEXT. 




LEIPZIG, 

VERLAG VON VEIT & COMP. 

1898. 



^^^^ioM^ %^0%.<^^S 



/ 



-cr-if^'-- 



/v" 



r'OV r^^ 10 Ol 







•StrurolctcA- J^^-'^vxcL. 



Drack von Metzger & Wittig in Leipzig. 



Vorwort 



Wenn ich die Vorlesungen über analytische Gteometriey die ich 
in den Jahren 1882 — 92 an den Uniyersitäten Leipzig and Dorpat 
gehalten habe, zu einem Lehrbuche zusammenfaßte, so bedarf ein 
solches Unternehmen in Anbetracht der großen Anzahl derartiger 
Bücher, die in älterer und neuerer Zeit erschienen sind, einiger 
Rechtfertigung. Hierzu wird es notig sein, die Ziele und Grenzen, 
des vorliegenden Lehrbuches zu kennzeichnen. Dasselbe soll die 
Studierenden der Mathematik sowohl als diejenigen der Naturwissen- 
schaften oder der Technik, die mit den Elementen der Mathematik 
vertraut sind, insoweit in die analytische Geometrie der Ebene 
und des Baumes einführen, als einerseits zum Verständnisse der 
mathematischen Behandlung naturwissenschaftlicher oder technischer 
Probleme, andererseits zum Eindringen in die umfangreicheren 
Werke über analj^tische Geometrie und die Anwendungen der Diffe* 
rential- und Integralrechnung auf Geometrie nötig ist Diese An- 
wendungen selbst wurden, von anderen Gründen abgesehen, deshalb 
nicht £^fgenommen, weil eine sichere Aneignung der Metiioden der 
analytischen Geometrie am besten auf dem Boden der Elementar- 
mathematik geschieht. Eben deshalb beschränkten wir uns auch auf 
die Betrachtung der Linien und Flächen 1. und 2. Grades, da die 
Behandlung der Gebilde höherer oder gar transcendenter Art teils 
ohne Differential- und Litegralrechnung überhaupt nicht oder nur 
künstlich durchgeführt werden kann, teils für den Naturforscher oder 
Techniker von geringerem Literesse ist. 

Was die analytischen Hilfsmittel betrifft, so haben wir auf die 
Determinantentheorie verzicht^d zu müssen geglaubt und finden 
uns hierin vielleicht im Gegensatze zu einigen mathematischen 
Kollegen. Eine mehrjährige Unterrichtserfahrung hat dem Verfasser 
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aber gezeigt, daß der Gewinn an Einfachheit und Eleganz der Rech- 
nungen, der ja ohne Zweifel durch die Determinantentheorie erzielt 
wird, zunächst vollkommen durch die neue Schwierigkeit aufgehoben 
wird, die diese Eechnungsart dem Anfänger bereitet 

Daß es dem bisher vorgetragenen Standpunkte entspricht^ wenn 
wir uns weder der homogenen Punktkoordinaten, noch der Linien- 
oder Ebenenkoordinaten bedienen, bedarf kaum einer näheren Aus- 
einandersetzung. Erst auf dem Grunde einer genauen Kenntnis der 
sogenannten Cartesischen analytischen Geometrie halten wir im 
pädagogischen Interesse die Einführung dieser Begriflfe für geboten, 
die überdies für die Anwendungen auf Naturwissenschaft oder Technik 
überflüssig sind. Nichtsdestoweniger lehnt sich unser Lehrgang so- 
weit, wie es einer Einführung in die analytische Geometrie ent- 
t spricht, an die sogenannte moderne Geometrie an, in der jene Be- 
griffe ja hauptsächlich Anwendung finden. 

Fügen wir hinzu, daß wir bestrebt waren, die analytische 
Geometrie der Ebene und des Baumes innerhalb des beschrie- 
benen Bahmens möglichst kurz darzustellen, so müssen wir dem 
Urteile des Lesers die Entscheidung darüber überlassen, ob die 
bezeichneten Ziele durch dies neue Lehrbuch in höherem Grade er- 
reicht sind als durch die alten. Vielleicht ist es ein wichtiger Punkt, 
in dem sich das vorliegende Buch von manchen früheren unter- 
scheiden mag. Wenn wir auch durch eine große Anzahl von Figuren 
dem Gedanken Ausdruck zu geben versuchten, daß jede geometrische 
Forschung immer wieder in der Anschauung Befruchtung und Be- 
lebung suchen müsse, wenn wir sogar vielfach in solchen Fällen, 
in denen der analytische Beweis nur den Charaktier einer rechne- 
rischen Verifikation gehabt hätte, synthetischen Beweisen den Vorzug 
gegeben haben, so haben wir doch stets, besonders bei allen grund- 
legenden Entwickelungen, Nachdruck daraufgelegt, daß der Beweis 
niemals an der Figur hafte, denselben vielmehr so eingerichtet, 
daß seine Gültigkeit bei jeder Lage der betrachteten Punkte, Ge- 
raden oder Ebenen ohne weiteres erhellt. Wir kennen wenig Lehr- 
bücher der analytischen Geometrie und unter ihnen nicht einmal 
die verbreitetsten, die dieser gerade für eine analytische Geometrie 
fundamentalen Forderung genügen. 



Vorwort V 

Was die zur Baumgeometrie gehörigen Figuren betrifft ^ so 
haben wir bei einigen ihre Konstruktion sowohl durch Erläute- 
rungen im Texte als durch Hilfslinien angedeutet, damit der Leser 
sich über die Entstehung dieser Figuren Rechenschaft ablegen 
könne , ohne auf die LehrbiLoher der darstellenden Qeometrie an- 
gewiesen zu sein. 

Haben wir so auf der einen Seite auf das geometrische Element 
einen starken Nachdruck gelegt, so fehlt es auf der anderen Seite 
auch nicht an schwierigeren analytischen Entwickelungen. 
Dieselben entsprangen einmal den allgemeineren Fragestellungen, von 
denen die analytische Geometrie ihrem Wesen nach ausgehen muß, 
dann aber auch der Absicht, den Lernenden schon zeitig daran zu 
gewöhnen, daß er sich bei der analytischen Behandlung einer Auf- 
gabe nicht von der Durchführung einer längeren Rechnung ab- 
schrecken lasse. Eine solche ist zuweilen unvermeidlich, zuweüen 
aber auch nur eine Vorstufe, über die man zu einer eleganteren 
und kürzeren Lösung der Aufgabe geführt wird. Wenn diese Rech- 
nungen dem Anfanger zu große Schwierigkeiten bereiten sollten, 
wie z. B. auf S. 54 — 57 der Kreislehre oder auf S. 92 — 93 und 
in den §§11 und 12 der Kegelschnittslehre, so können diese 
Stellen überschlagen werden, ohne daß dadurch das Verständnis 
des Folgenden beeinträchtigt wird. 

Dem eigentlichen Lehrgange geht eine Einleitung voraus, 
die, ohne für das Verständnis desselben durchaus notwendig zu sein, 
erstens den Koordinatenbegriff und die Kegelschnittslehre vorbereiten 
und zweitens die geometrische Bedeutung des Rechnens mit Strecken 
zum vollen Bewußtsein des Lesers bringen soll. 

Wie man nämlich auch über die ZEUTHENsche Hypothese, daß 
die alten Griechen bei Entwickelung der Kegelschnittslehre schon 
eine Art analytischer Geometrie anwandten, denken mag, so ist doch 
so viel sicher, daß sie den Koordinatenbegriff gerade in der 
Form und mit denselben Namen hatten, die noch heute gebräuchlich 
sind. Es schien mir daher wohl am Platze, auf diese Keime der 
analytischen Geometrie einzugehen, zumal wir die Entstehung der 
Kegelschnittslehre daran knüpfen konnten. Denn wenn auch jede 
analytische Theorie der Kegelschnitte am besten von einer Gleichung 
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2. Grades zwischen den Abseissen und Ordinaten ihrer Punkte aus- 
gehen wird, so schien mir ein solcher Ausgangspunkt dodr zu abstrakt 
für den Anf&nger^ wenn vorher nicht solchen Gleichungen eine gewisse 
anschauliche Bedeutung abgewonnen war, und wir glaubten in dieser 
Beziehung der historischen Entstehungsweise der Kegelschnitte den 
Vorzug geben zu müssen vor anderen Erzeugungsarten, die viel 
später entstanden sind und den Lernenden im unklaren darüber 
lassen ; warum gerade solche Kurven der Untersuchung unterzogen 
werden. Auf diese Weise war es zugleich möglich^ ohne den 
systematischen Lehrgang zu unterbrechen^ die Entstehungsweise der 
Namen der einzelnen Kegelschnitte zu entwickeln. 

Was das Bechnen mit Strecken betrifft, so hielten wir es 
gut, wieder einmal darauf hinzuweisen, daß der Aufbau der Geometrie 
nach dem Vorgange von EuKLn) auch ohne den Zahlbegriff möglich 
sei, was seit der Alleinherrschaft von Legenbbes Elementen der 
Geometrie ganz in Vergessenheit geraten zu sein scheint. Während 
sich aber die EuELiDische Theorie auf gewisse allgemeine Größen- 
sätze aufbaut, deren unmittelbare Annahme für andere Größen 
als Strecken nicht ohne Bedenken scheint, gehen wir von dem so- 
genannten Archimedischen Postulate aus (s. S. 7). Nun läßt sich 
zwar auch dies Postulat für den Aufbau der Elementargeometrie ent- 
behren (vergl. einen Artikel des Verfassers „Über den Fundamental- 
satz der projektiven Geometrie^^^ Math. Annalen, Bd. 51), aber 
einerseits wären die betreffenden Entwickelungen, um verständlich 
zu sein, zu umfangreich ausgefallen, andrerseits ist dies Postulat bei 
der für die Anwendungen unerläßlichen Bezugnahme auf das Zahlen- 
gebiet doch nicht zu vermeiden. 

Zu den Bemerkungen, die wir in der Einleitung über Des- 
GASTES, der als der Erfinder der analytischen Geometrie gilt, 
gemacht haben, wollen wir hier noch das Folgende hinzufügen. Die 
Art, wie Descabtes' G6om6trie gewöhnlich als das die Litteratur 
über analytische Geometrie eröffnende Werk citiert wird, hat gewiß 
oft die Vorstellung erweckt, als ob es sich dabei um ein systematisches 



^ Figur 11 auf S. 11 der Einleitung stellt den PAscALSchen Satz für 
einen aus zwei Geraden bestehenden Kegelschnitt und die unendlich ferne 
Gerade als die PAscALSche Gerade dar. 



Vorwwi. VII 

Lehrlmeh unserer Wissenschaft handle. Wenn wir darauf hinweisen, 
daß dem nicht so ist, so soll hierdurch das Verdienst Descartes' 
um die Erfindang der analytischen Geometrie nicht herabgesetzt 
werden, wie schon aus dem in der Einleitung darüber Gesagten 
hervorgeht Daß aber Dbboabtes' G6om^trie kein systematisches 
liehrbuch der analytischen Geometrie ist, folgt ja schon daraus, daß 
man in ihr vergeblich die Gleichung der einfachsten aller Linien, der 
geraden Linie, suchen wird. Die erste Veröffentiichung vielmehr, 
die den Anspruch auf jene Bezeidmung erheben darf, ist: Johannes 
DB Witt, elementa curvarum linearum, edita opera Fbancisoi a 
SoHOOTEN, liber II, Amsterdam 1659, das man im Anhange der 
ScHOOTENschen Ausgabe von Descartes' G6om6trie auf S. 248 findet 
Dasselbe leistet allerdings schon Febmat in seinem Werke „Ad locos 
planos isagoge" (Oeuvres, tome I, p. 91), die zwar schon vor dem 
Erscheinen von Descabtbs' G^om^trie verfaßt und sogar mitgeteilt 
worden ist, aber erst im Jahre 1679 veröffentlicht wurde. 

Von den Abweichungen, die unser Lehrbuch den gebräuchlichen 
gegenüber zeigt, mag besonders auf die Behandlung der Brenn- 
punkte der Kegelschnitte hingewiesen werden, deren Entstehung 
wir nach Eulebs vortrefflicher introductio in analysin gegeben haben. 
Sie entspricht in der That der Forderung, auf einem analytischen 
Gedanken zu beruhen und zugleich elementar zu sein, während man 
sonst, soweit man nicht die sogenannten imaginären Ereispunkte oder 
dergleichen benutzt, meist von anderswoher bekannten geometrischen 
Erzeugungen der Kegelschnitte ausgeht Die EüLEBsche Idee steht 
auch mit der Rolle in engster Beziehung, die die Brennpunkte in 
der Theorie der Planetenbewegungen spielen. 

Was die Fokaleigenschaften der Flächen 2. Grades be- 
trifft, so haben wir sie nicht in den systematischen Lehrgang auf- 
genommen, teils um unserem Buche keinen zu großen Umfang zu 
geben, teils weil diese Eigenschaften keine so unmittelbare Bedeutung 
mehr besitzen wie diejenigen der Kegelschnitte. Wir haben die 
interessantesten in Aufgaben gekleidet 

Unter den Aufgaben (155), die jedem Paragraphen folgen, wird 
der Leser überhaupt neben einer Reihe solcher, die ausschließlich 
dem Zwecke der Einübung der im Texte entwickelten Lehren ge- 
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widmet sind^ anch solche finden , welche die Entwickelnngen des 
Textes ergänzen sollen. Das alphabetische' Sachregister soll 
nnter anderem anch die Anffindnng Ton Sätzen erleichtern, deren 
Beweis in den Erlänterongen zn den Aufgaben angedeutet ist 

Daß ein Buch, das der Entwickelung bekannter Lehren dienen 
soll, fast überall ältere Werke benutzt hat, bedarf kaum der Er- 
wähnung. Diese sämtlich auüzuftihren, würde gleichbedeutend sein 
mit einer Übersicht über die gesamte Litteratur auf diesem Gebiete. 
Wir begnügen uns daher damit, die hauptsächlichsten Sammelwerke 
zu nennen, aus denen der junge Mathematiker weitere Belehrung 
und Anregung zum Studium der OriginaUitteratur schöpfen kann. 
Neben den nach einem weiten Plane angelegten Werken von SaiiMON- 
FiEDLEB und Clebsch-Ldtdemann möchten wir hier besonders die 
analytische Geometrie von Baltzeb erwähnen, die zwar dem Ver- 
ständnisse nicht geringe Schwierigkeiten bietet, aber besonders reich 
ist an Nachweisen der geometrischen Litteratur aus allen Zeiten. 
Natürlich kommen hier auch die Lehrbücher der Differential- und 
Integralrechnung in Betracht und insbesondere diejenigen, welche 
deren Anwendungen auf Geometrie gewidmet sind. Wir begnügen 
uns da mit der Anführung von „Bianchi, Vorlesungen über Differen- 
tialgeometrie, aus dem Italienischen von Lukat''. , 

Was die Figuren betrifft, so habe ich mich bei dem Entwürfe 
eines Teiles derselben ebenso wie beim Lesen der Korrekturen der 
Unterstützung meines Freundes und Kollegen F. Schilling erfreuen 
können, und ich spreche ihm auch hier meinen wärmsten Dank dafür 
aus. Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung für die Sorgfalt, 
die sie auf die Herstellung der Figuren sowie auf die Ausführung 
des Druckes verwendet hat 

Karlsruhe, im Juni 1898. 

F. Schur. 
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Wollen wir demjenigen, welcher nur mit der Kenntnis der Ele- 
mentargeometrie ausgerüstet ist, schon jetzt einen Begriff Yon dem 
Wesen der analytischen Geometrie verschaffen, so knüpfen wir 
am besten an die Keime an, die sich davon in der Geometrie der 
Alten finden. Diese Keime treten uns noch nicht entgegen in dem- 
jenigen Teile der alten Geometrie, welcher in den höheren Schulen 
vorzugsweise gelehrt wird, in der Geometrie der geraden Linie 
und des Ej*eises; die unmittelbare Anschaulichkeit dieser Gebilde 
sowohl wie ihrer grundlegenden Eigenschaften geben nirgends Ver- 
anlassung, die unmittelbare Anschauung zu verlassen. Anders ist 
es in der Theorie der Kegelschnitte, in deren Erforschung die alten 
Griechen viel Größeres geleistet haben, als man vielfach glaubt; 
giebt es doch wenig Eigenschaften der Kegelschnitte, die nicht in 
irgend einer, wenn auch unvollkommenen Form den Alten bekannt 
waren. Diese Stufe hätte die Theorie der Kegelschnitte bei den 
Griechen nicht erreichen können, wenn man den Kegelschnitt immer 
wieder am geraden oder schiefen Kreiskegel betrachtet hätte, wenn 
man sich nicht vielmehr entweder auf eine einheitliche, in der Ebene 
selbst vorzunehmende Erzeugung der Kegelschnitte gestützt hätte 
wie die moderne synthetische Geometrie oder auf eine Definition, 
die derjenigen durch ihre Gleichung in der analytischen Geometrie 
entspricht Um zu beweisen, daß das letztere der Fall war, und 
damit zugleich zu zeigen, welche Keime der analytischen Geometrie 
sich bei den Alten vorfanden, müssen wir mehr auf Einzelheiten 
eingehen. 

Wir betrachten den geraden Kreiskegel (Fig. 1, 2, 3) mit der Spitze S 
und der kreisförmigen Basis U'P'T, wo SU'Q'T diejenige Ebene durch 
die Axe des Kegels sein mag, welche senkrecht auf der schneidenden 
Ebene OP'Qf steht; hierbei soll 0, der sogenannte Scheitelpunkt des 
Kegelschnittes [xoQVfpi^), auf 8Ü' liegen. Die Schnittlinie 0^ der 
gemeinsamen Symmetrieebene SU'T des Kegels und der schneidenden 

Schub, Analytische Geometrie. 1 
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Fig. 1. 



Ebene ist nämlich zugleich Symmetrieachse odei: Durchmesser des 
Kegelschnittes. Nun sind drei Fälle möglich,^ die der Reihe nach 

in den drei Figuren 1, 
2, 3 dargestellt sind: 
l.Oq\\Sr 2. 0(3' schnei- 
det die Kante ST in 
einem Punkte L, der 
zu demselben Kegel- 
mantel gehört wie 
oder 3. OQ' schneidet 
die Kante ST in einem 
Punkte Z, der zu dem 
anderen Kegelmantel 
gehört. 

Ist nun P irgend 
ein Punkt des Kegel- 
schnittes und PÜT der 
ihn enthaltende Kreis 
des Kegels, der ja in 
einer Parallelebene zur 
Basisebene liegt, und Q 
der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der Sym- 
metrieaxe OQ', so daß 
QP sowohl auf OQ' als 
auf dem Durchmesser 
UT des Kreises senk- 
recht steht, so ist 
QP^=TQ.QU. 

Da im I.Falle 
QU:OQ=^TU:TS 
= rU':rS und 

Tq^rq ist, so 

ist hier: 

(1) qv^^oq2p, 

wo die constante 
Strecke 2 p der 
Parameter heißt (bei den Alten nlevQa ÖQ&ia latus rectum). 
Im 2. und 3. Falle ergiebt sich aus ^P'^^Tq-qV, daß: 
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oder: 



= ZQOQ:£q-OQ', 



wo a ein constantes Verhältnis ist Setzen wir 0L=2a (Durchmesser 
SiuftixtiQ oder itXivgä nkayicc latus transTersom) und a-0£ = 2p, so 
ist im 2. Falle ZQ = 2a-0^ und im 3. Falle LQ = 2a + OQ, also: 



(2) 
und 

(3) 






Wir haben uns bei Ableitung dieser Beziehungen der Kürze 
wegen der modernen algebrai- 
schen Zeichensprache bedient. 
Die Alten kannten diese ja 
nicht, bedienten sich vielmehr 
der Proportionen und sprachen 
das Resultat in den folgenden 
Figuren (Fig. 4, 5 u. 6) aus, die 
zugleich zeigen, wie man in 
der Ebene jedes Kegelschnittes 
beliebig viel Punkte desselben 
mit Zirkel und Lineal kon- 
struieren kann. Errichtet man 
in dem Scheitelpunkte eine 
Gerade OM^ 2p senkrecht 
auf dem Durchmesser OL und 
zieht MZ (in Fig. 4 die Par- 
allele durch M zum Durch- 
messer), so ist das Quadrat 
der Ordinate QP (rsrayfievwg 
xaxriyiiivri ordinatim applicata, 
d. h. die in bestimmter Rich- 
tung aufgetragene Strecke) 
gleich dem Rechtecke aus der 




Fig. 3. 



Abscisse OQ {&n6 rfjg SiafjLivQov änorsfjivo^vi], d. h. die vom 
Durchmesser abgeschnittene Strecke) und dem Stücke QE der 
Ordinate von ihrem Fußpunkte bis zu ihrem Schnittpunkte mit der 
Geraden Jfi. Den drei Fällen entsprechend nannten die Alten den 
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Kegelschnitt Parabel^ EUlipse oder Hyperbel, und diese Namen sind 
auch heute noch im Gebranch. Sie knüpfen an eine Aufgabe an, die 
wir foglich als eine quadratische Gleichung bezeichnen können, 
und deren Behandlung den Alten sehr gelaufig gewesen zu sein 
scheint Bei dieser Aufgabe, der sogenannten Flachenanlegung, 
handelt es sich darum, an eine Seite OM ein Bechteck (OÄ) von 
gegebener Größe (gleich dem Quadrate über QF) entweder einfach 

anzulegen {nagaßoXri) oder so 
M R ^ anzulegen, daß das fehlende 

{ßXkH\f)iq) oder das über- 
schießende {tm^QßoXij) Becht- 
eck {MR) ein gegebenes Ver- 
hältnis der Seiten {OMi OL) 
habe. Wir sehen in der That 
aus den Figuren, daß eine 
Parallele zum Durchmesser im 
Abstände QP, nämUch der Seite 
des gegebenen Quadrates, je 
nachdem es sich um den 1., 
2. oder 3. Fall der Aufgabe 
handelt, die Parabel, Ellipse 
oder Hyperbel in einem Punkte 
P schneidet, dessen Abscisse 

die zweite Seite des gesuchten 
Bechteckes ist. 

Die Figuren 4, 5 u. 6 dien- 
ten den Alten zu einer einfachen 
und übersichtlichen Definition 
der Kegelschnitte in der Ebene 
selbst; jedesmal, wenn der Ort 
eines Punktes als ein Kegel- 
schnitt erkannt werden sollte, 
mußte nachgewiesen werden. 




Fig. 4. 




Fig. 5. 



daß der Punkt sich auch dieser Figur gemäß oder nach einer anderen 
konstruieren lasse, welche daraus abgeleitet war. Wenn wir nun, 
statt uns dieser Figuren zu bedienen, entweder durch algebraische 
Umformung aus den Gleichungen 1), 2), 3) zwischen den Ordinaten 
und den zugehörigen Abscissen jedes Punktes eines Kegelschnittes 
weitere Eigenschaften ableiten oder beweisen, daß zwischen den 
Ordinaten und Abscissen des Punktes eines anders definierten Ortes 
diese oder aus ihnen durch algebraische Umformung abgeleitete 



Einleitimg. 



Gleichungen bestehen, so bedienen wir uns schon der Methoden 
der analytischen Geometrie. Thatsächlich waren diejenigen Werke, 
welche die analytische Geometrie eröffneten, im wesentlichen nur 
Übersetzungen der alten Figurengleichungen in die Gleichungen der 
inzwischen erfundene Algebra, wozu dann allerdings noch diejenige 
Idee Descaetes kam, welche ihm so recht eigentlich den Anspruch auf 
die Erfindung der analytischen Geometrie verleiht, die Idee nämlich, 
daß jede Gleichung zwischen den Ordinaten und Abscissen eines 
Punktes aufgefaßt werden könne als die algebraische Darstellung 
einer Linie der Ebene. Wir werden bei der Besprechung des Rechnens 
mit Strecken auf diese Idee noch ausführlicher zurückkommen. 

Wir werden hiemach das Wesen der analytischen Geometrie 
folgendermaßen beschreiben können. Nachdem man jedem Punkte 




Fig. 6. 

der Ebene nach Maßgabe obiger Figuren und in einer in § 1 noch 
näher zu. beschreibenden Art eine ihn mit der Abscisse bestimmende 
Ordinate zugewiesen hat, ist jede Linie der Ebene durch eine in 
algebraischen Zeichen ausdrückbare Gleichung zwischen Abscisse 
und Ordinate eines veränderlichen Punktes der Linie dargestellt, 
und es stellt umgekehrt jede solche Gleichung eine Linie der Ebene 
dar. Die Untersuchung der Eigenschaften einer Linie oder ihre 
Beziehungen zu anderen ebenfalls durch Gleichungen dargestellten 
Linien ist nun zunächst eine algebraische, deren Resultat dann 
natürlich wieder geometrisch interpretiert werden muß. Die analytisch- 
geometrische Behandlung einer geometrischen Aufgabe wird demnach 
in drei Teile zerfallen: 1) in die Umsetzung der gegebenen Voraus- 
setzungen in Gleichungen zwischen den Abscissen und Ordinaten der 
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gegebenen und der gesuchten Punkte, ,2) in die Umformung und Com- 
bination dieser Gleichungen und 3) in die Untersuchung der geo- 
metrischen Bedeutung des Resultates. Die systematische Entwickelung 
von Regeln, nach denen hierbei zu verfahren ist, wird einerseits die 
Hauptaufgabe der analytischen Geometrie sein und wird anderer- 
seits jeden damit Vertrauten in den Stand setzen, geometrische 
Aufgaben systematisch zu lösen, deren Bewältigung den alten 
Geometern nicht ohne besondere Kunstgriffe möglich war oder ge- 
wesen wäre. 

Ehe wir uns dieser Hauptaufgabe zuwenden, wird es gut 
sein, einige Bemerkungen über das algebraische Rechnen mit 
Strecken vorauszuschicken. Wenn wir einerseits die Bedingungen 
einer geometrischen Aufgabe in Gleichungen umsetzen, die nach den 
Regeln der Algebra behandelt werden sollen, und andererseits das 
Resultat dieser Rechnung geometrisch interpretieren, so geschieht 
dies gewöhnlich auf Grund des folgenden Postulates: 

Jeder von einem festen Punkte auslaufenden Strecke OQ einer 
nach beiden Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Geraden gehört 
eine positive oder negative, rationale oder irrationale Zahl zu, das 
Maß dieser Strecke in einer Längeneinheit , und es gehört umgekehrt 
jeder positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen Zahl eine 
Strecke OQ der geraden Linie zu. 

Nun wird aber dies Postulat einerseits von Anfängern, die die 
moderne Theorie der irrationalen Zahlen nicht kennen, nicht voll- 
ständig verstanden werden, und es entspricht andererseits nicht dem 
jeden Grenzprozeß ausschließenden Charakter der elementaren 
analytischen Geometrie. In der That waren die Alten, die ja, wie 
wir sahen, in der Theorie der Kegelschnitte auch eine Art analytischer 
Geometrie anwandten, weit davon entfernt, sich auf ein solches Po- 
stulat zu stützen, sie bedienten sich vielmehr ihrer Theorie der Pro- 
portionen, die, soweit es sich nicht um rationale Zahlen handelte, 
ausschließlich von geometrisch definierten Größen ausging. Wir 
wollen deshalb das Rechnen mit Strecken hier unabhängig von 
dem Begriffe der Irrationalzahl und dem obigen Postulate auf die 
Theorie der geometrischen Proportionen gründen, deren Hauptsätze 
wir zuvor in einer Form ableiten wollen, die für unsere Zwecke be- 
sonders geeignet erscheint. Indem wir uns dabei ausschließlich auf 
das erste Buch (1 — 32) des Euklid stützen, werden wir noch des 
folgenden Postulats bedürfen, das in jenem enthalten ist. Es ist 
das sogenannte Archimedische Postulat und lautet: 
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Jede Strecke kann durch hinreichend oftmals ^ aber doch stets nur 
eine endliche Anzahl von Malen wiederholte Vervielfältigung großer ge- 
macht werden als jede andere Strecke. 

Wir leiten zunächst die folgenden Hülfssätze ab: 

1) Sind auf zwei Geraden je vier Punkte Ä^ JB, C, D und Ä\ B", 
C", jy (Fig. 7) so gewählt, daß ÄÄ || BB || CC und AB gleich und 
gleich gerichtet mit CB ist, so folgt aus BB'\\AA\ daß auch A'B 
gleich und gleich gerichtet mit C'B ist, und umgekehrt 

Schneiden nämlich die Parallelen durch B und B zur zweiten 
Geraden die Geraden AA' und CC in a und /, so folgt aus den ge- 
meinsamen Voraussetzungen des Satzes und seiner ümkehrung, daß 
A'B, aB und yB gleich uud gleich gerichtet sind, woraus der Satz 
und seine Umkehrung sich leicht ergiebt. Der Beweis bleibt auch 
gültig, wenn A mit Ä zusammenfällt oder (und zugleich) BB 
mit CC. 




Fig. 7. Fig. 8. 

2) Sind auf zwei HalbstraMen durch einen Funkt je zwei Punkte 
A, B und A\ B so angenommen, daß AÄ || BB, so ist erstens, (Fig. 8) 
je nachdem OA >, = oder < OB, auch OÄ >, = oder < OB und 
zweitens, je nachdem OA > , = oder < OA', auch OB > , = oder < OB, 

Das Erste ergiebt sich daraus, daß sich sonst AA' und BB 
schneiden müßten. Um das Zweite zu beweisen, tragen wir OA und 
OB als Oce und Oß auf dem zweiten Halbstrahle auf, dann sind Aa 
und Bß als Senkrechte zur Halbirungslinie des Winkels der beiden 
Halbstrahlen einander parallel. Je nachdem also ^OAa >, = oder 
< ^ OAÄ, ist auch -:^ Oj8/9 >, = oder < <^ OBB, d. h. auch 
0B>, == oder < OB. 

3) Ist unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes OB == nOA, 
wo n eine positive ganze Zahl ist, so ist auch OB = nOÄ. 
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Sind Aämlich Ä^, A^, . . . ., Ä^^g ^uf dem ersten Halbstrahle so 

gewäMt, daß OA^ = 20A, OA^ = 30^ , 0An^2 = {n—l) OA oder 

OA, AA^, -^1^2? • • • V ^-2^ gleich und gleich gerichtet sind, und 
schneiden die Parallelen durch diese Punkte zu AÄ und BB den 
zweiten Halbstrahl in J'j, A\y . . . ., ^'n— 2 so sind nach 1. auch OÄ, 
ÄA\j A\A\^ .,..y A'n-^gB gleich und gleich gerichtet, also OB = n OÄ- 
Ebenso folgt aus der ümkehrung von 1 der umgekehrte Satz, nämlich: 

4) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Funkt je zwei Punkte 
Aj B und Äy B so angenommerij daß OB = nOA und 0B= nOA\ wo 
n eine positive ganze Zahl ist, so ist AA' \\ BB, 

Hieraus folgt: 

5) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Punkt je vier Punkte 
A, B, C, B und Ä, B, C, B so gewählt, daß AÄ \ BB, OC = mOA. 
OB = nOB, OC = mOÄ und OB' = nOB ist, wo m und n positive 
ganze Zahlen sind, so ist auch CC\BB\ 

Daraus ergiebt sich unmittelbar: 

6) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Punkt je zwei Punkte 
A, B und Ä, B so angenommen, daß AÄ || BB, so ist, falls m und n 

irgend welche positive ganze Zahlen sind, 
je nachdem mOA >, = oder < nOB ist, 
auch mOÄ >, = oder < nOB. 

Nunmehr können wir die besonders 
wichtige Umkehrung dieses Satzes be- 
weisen. 

7. Sind auf zwei Halbstrahlen durch 
einen Punkt je zwei Strecken OA, OB 
und OÄ, OB so aufgetragen, daß je 
nachdem mOA > , = oder < n OB, auch 
mOÄ >, = oder < nOB ist, was auch 
m und n für positive ganze Zahlen sein 
mögen, so ist AÄ\BB, 

Sind OA und OB kommensurabel, 
also mOA = nOB, folglich auch mOÄ 
= nOB, so ist der Satz nach 6 evident; 
denn schneidet die Parallele durch B zu 
AÄ den zweiten Halbstrahl in C\ so wäre 
auch mOÄ = nOC\ sodaß B mit C zusammenfallen muß. Es kommt 
daher nur noch der inkommensurable Fall in Betracht, den wir in- 
direkt beweisen. Würde dann B nicht mit C (Fig. 9) zusammenfallen, 
wäre vielmehr OB' < OC, so können wir OÄ so in n gleiche Teile 
teilen, daß jeder Teil ^ BC ist. Nach dem Archimedischen Postulate 




Fig. 9. 
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muß nämlich^ wie klein auch B'C sei, eine positive ganze Zahl n 
existieren^ für welche nJffC ^ OÄ'; die wirkliche Bestimmung von 

= OJV' geschieht dann in bekannter Weise nach 3. Dann wird 

man nach demselben Postulate eine positive ganze Zahl m so finden 

können, daß mON' =- OA' = 01/ :^ 0^, hingegen (w - 1)0]V< OB' 

ist, wobei der Fall der Gleichheit wieder nicht mehr berücksichtigt zu 
werden braucht. Dann ist offenbar OJ)' ^ 0C\ das ja = OJS" + BC 
ist; denn wäre 01/ > 0C\ so müßte (m — V)ON' gegen die Voraus- 
setzung > OB sein. Schneidet daher die Parallele durch B zu ÄA 
den ersten Halbstrahl in i>, so ist auch OB ^ OB. Da aber nach 6 

OB = — OA sein muß, so wäre gegen die Voraussetzung mOA-^nOB, 

hingegen mOÄ > nOB^ sodaß sich die Annahme OB < OC als ab- 
surd erweist. Analog ist zu verfahren, um dasselbe von der Annahme 
OB > OC zu beweisen. 

Um klar zu erkennen, daß in diesem Beweise nicht ein Grenz- 
prozess versteckt sei, wolle man bedenken, daß das Archimedische 
Postulat für jede Strecke streng gültig bleibt, deren Endpunkte 
nicht zusammenfallen, daß vielmehr die Einführung von Strecken, 
für die dasselbe nicht gilt, d. h. von unendlich kleinen Strecken eines 
neuen Postulates bedarf; zur Einführung solcher Strecken liegt aber 
in «der elementaren analytischen Geometrie keine Veranlassung vor. 

Auf Grund dieser Hilfssätze können wir die folgende Definition 
aufstellen: 

Bie Strecke OA hat zur Strecke OB dasselbe Verhältnis wie OÄ 
zu OB oder in Zeichen OA : OB = OÄ : OB, wenn die zweimal zwei 
Strecken auf zwei Halbstrahlen durch aufgetragen bewirken , daß 
AÄ\\BB ist 

Aus 7 ergeben sich nämlich unmittelbar die folgenden Sätze, 
welche diese Definition als berechtigt erkennen lassen: 

I) Ist OA = OÄ und OB = OB, so üt OA:OB= OÄ : OB. 

II) Ist OA:OB=^ OÄ : OB und OA:OB= OÄ' : OB', so üt 
auch OÄ : OB =^ OÄ': 0B\ 

Sie zeigen, daß die Verhältnisgleichheit unabhängig ist von dem 
Winkel der beiden Halbstrahlen, auf denen die zweimal zwei Strecken 
aufgetragen sind. Zudem geht aus 6 hervor, daß, falls OA und OB 
sich zu einander wie zwei ganze Zahlen verhalten, dasselbe von 
OA' und OB gilt. 

Zugleich können wir nun leicht die beiden für die Multiplika- 
tion von Strecken fundamentalen Sätze beweisen. 
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III) Ist Oä:OB= OÄi 0B\ so üt auch OÄ :0Ä = OB: OB'. 
Aus Oä:OB = Oä':OB folgt nämüch nach 7, daß auch 

pOÄ\pOB = g0Ä':q0B' , was auch p und q für positive ganze 
Zahlen sein mögen. Folglich ist nach dem zweiten Teile von 2, 
je nachdem pOÄ>, = oder < q OÄ, auch pOB >, = oder < qOB'j 
also nach 7 OÄ : OÄ = 05: OF. 
Endlich ergiebt sich aus 1: 

IV) Ist OÄiOB ^ OÄ : OB', so ist auch {OÄ + OB) : OB 
= {0Ä + OF):OB\ 

Wenn wir nun zum Kechnen mit Strecken übergehen, so 
sehen wir zunächst von der Richtung oder dem Vorzeichen der 
Strecken ab oder wir denken uns vielmehr alle Strecken auf einem 
Halb strahle durch einen Punkt aufgetragen. Dann ist unter der 
Addition von Strecken natürlich das Aneinanderfügen derselben 
zu verstehen oder genauer: 

OC=OÄ+ OB, wenn ÄC = OB. 

Dann folgt das commutative Gesetz der Addition oder: 
OÄ + OB = OB + OÄ aus der Umkehrbarkeit der geraden Linie. 
Denn ist M die Mitte der Strecke OC (Fig. 10), sodaß bei einer 

BMA C 

O : O Q O O 



Fig. 10. 

halben Umdrehung der Geraden um M der Punkt nach C fällt und 
zugleich C nach 0, so fällt hierbei wegen OB = ÄC = CA auch Ä 
nach B und B nach Ä\ es ist folglich auch BC = ÄO = OÄ oder 
OC = OB + OÄ, q-e-d. Die Richtigkeit des associativen Ge- 
setzes des Addition oder: {OÄ + OB) + OC = OÄ + {OB + OC) 
ist ja evident. Aus diesen beiden Gesetzen folgt die Vertauschbar- 
keit der Reihenfolge der Addition von beliebig viel Strecken in be- 
kannter Weise. 

Die Multiplikation von Strecken läßt sich aus der Addition 
nicht ohne weiteres herleiten, diese ergiebt vielmehr nur das Produkt 

einer Strecke OB mit einer rationalen Zahl — • Fassen wir die 

n 

letztere aber als die Strecke OÄ = — OE auf, wo OE die Läneen- 

n ^ 

einheit sein möge, so sehen wir, daß sich das Prodtikt zum Multi- 
plikandus OB verhält wie der Multiplikator OÄ zur Längeneinheit 
Wir werden daher zu der Definition veranlaßt: 

OC = OäOB, wenn OC: OB = OÄ: OE. 
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Hiemach ergiebt sich folgende Konstruktion der das Produkt 
OA'OB darstellenden Strecke OC, Werden auf einem zweiten 
Halbstrahle durch (Fig. 11) die Punkte J' und E so angenommen, 
daß ÄÄ\\EE\ so schneidet die 
Parallele durch Ä zu E'B den 
gesuchten Endpunkt C auf dem 
ersten Halbstrahle aus. Da nun 
nach m auch OC: OA = OB:OE 
= OB' : OW, oder das commu- 
tative Gesetz für die Multi- 
plikation gilt {OC=:OB'OA\ 
so ist auch JB'\\ CB. Da aber 
OE' in unserer Figur ganz be- 
hebig, also auch selbst gleich 
der Längeneinheit genommen 
werden kann, so liegt hierin 
der wichtige Satz: 

V) Ist OÄ:OB= OÄ : OB, 
so üt OA'OB =^0Ä OB und 
umgekehrt 

Die Umkehrung kann in- 
direkt bewiesen werden. 

Nunmehr ergiebt sich auch das associative Gesetz der 
Multiplikation: {OA'OB)'OC= Öa\OB'OC\ Setzen wir nämlich 
OA ' OB = OA' und OBOC^ 0C\ sodaß OB:OE=^ OÄ : OA = OC : OC, 
so folgt aus V, daß OÄ- OC = OA-OC, q. e. d. Hiermit ist bewiesen, 
daß auch ein Produkt von beliebig viel Faktoren von der Eeihen- 
folge derselben unabhängig ist. 

Aus IV ergiebt sich endlich das Addition und Multiplikation 
verbindende distributive Gesetz, nämlich: 

[OA + OB)OC=OA'OC + OB'OC' 

Setzen wir nämüch OA'OC=OÄ und OB'OC=OB, sodaß: 
OC:OE= OÄ :OA = OB: OB, so ist nach IV: 

{OÄ + OB") : {OA + OB) = OB:OB==OC: OE, w. z. b. w. 

Hiermit ist gezeigt, daß das Rechnen mit absoluten Strecken 
denselben Gesetzen folgt, wie das mit absoluten oder positiven Zahlen- 
größen. Obwohl hieraus das Rechnen mit negativen und positiven 
Strecken genau wie in der Algebra rein formal abgeleitet werden 
kann, so wollen wir doch einige Bemerkungen über seine geometrische 
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Bedeutung machen. Wir denken uns dann die Strecken von einem 
Punkte einer Geraden nach beiden Seiten auf dieser aufgetragen und 
nennen eine Strecke OA positiv oder negativ, je nachdem sie dieselbe 
oder entgegengesetzte Sichtung wie die Einheitsstrecke OE hat Dann 
gilt für die Addition dieselbe Definition wie oben, und auch die 
Beweise für die Gesetze bleiben dieselben, wenn wir bedenken, 
daß für je drei Punkte A, S, C einer Geraden die Gleichung: 

AB = AC + CB 

gilt, wie aus der nebenstehenden Zustammenstellung der drei Lagen 
(Fig. 12) hervorgeht, die G gegen A und B haben kann. Wir finden 

CA B 

o o o 



■o 



B 



A B 

Fig. 12. 

uiis hier veranlaßt auch die Nullstrecke einzuführen, die zusammen- 
fallende Endpunkte hat und zu einer anderen Strecke addiert diese 
nicht ändert 

Auch die obige Definition der Multiplikation und die Konstruk- 
tion des Produktes zweier Strecken können wir beibehalten, wenn 
wir in der Definition der Gleichheit von Verhältnissen auf S. 9 
die Halbstrahlen durch beide Seiten ihrer Geraden ersetzen. Es 
ist in der That leicht zu sehen, daß hierbei alle unsere Sätze bestehen 
bleiben. Wir finden dann aus der Definition, daß das Produkt 
zweier Strecken positiv oder negativ ist, je nachdem die beiden 
Strecken gleiche oder entgegengesetzte Sichtung haben. Wir sehen 
endlich, daß da^ Produkt einer Strecke mit der Nullstrecke wieder die 
Nullstrecke ergiebty und daß umgekehrt ein Produkt nur dann der Null-' 
strecke gleich ist, wenn ein Faktor eine NuUstrecke ist 

Wenn wir auch das Produkt von beliebig viel Strecken wieder 
durch eine Strecke dargestellt haben, so deuten doch die Definition 
der Produktstrecke und Satz V darauf hin, daß die ein Produkt 
von n Faktoren darstellende Strecke stets durch den Faktor OE^-^ 
ergänzt gedacht werden muß. In der That haben die Summanden 
einer aus einer geometrischen Forderung entstandenen Gleichung 
zwischen Strecken stets dieselbe Anzahl von Faktoren oder gleiche 
Dimension, und der Anfänger wird gut thun bei jedem Ansätze die 
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Probe auf das Erfulltsein dieser Bedingung zu machen und sie auch 
im weiteren Verlaufe der Rechnung unter Berücksichtigung der 
Dimensionen der einzelnen Bechnungssymbole nicht zu unterlassen. 
Denn nur unter dieser Bedingung wird es möglich sein, das Resultat 
der Rechnung wieder geometrisch zu interpretieren. Ist umgekehrt 
eine Gleichung zwischen der Abscisse OQ = x und der Ordinate QP = t/ 
eines Punktes P gegeben , deren Koef&cienten eine genaue geome- 
trische Bedeutung noch nicht gegeben werden kann oder soll, so 
wird man dieselbe nur dann als den algebraischen Ausdruck einer 
von dem Punkte P zu beschreibenden Linie ansehen können, wenn 
man jedem Summanden eine solche Potenz der Längeneinheit OB 
als Faktor hinzugefügt denkt, daß alle Summanden gleiche Dimension 
haben. Gerade diese Idee des Descabtes^ war es, welche die An- 
wendung des Rechnens zur Behandlung geometrischer Probleme von 
einer Sammlung jedem besonderen Probleme anzupassender Kunst- 
griffe zu einer systematischen Wissenschaffc, der analytischen Geometrie, 
erhoben hat. 



^ Descabtes, G^om^trie 1687. 



Erster Abschnitt 

Greometrie der Ebene. 

§1- 

Parallelkoordinaten und Parallelverschiebung des Koordinaten- 
systems. 

Wir haben es in der Einleitung als den Zweck der analytischen 
Geometrie hingestellt, die geometrischen Eigenschaften der räum- 
lichen Figuren durch Gleichungen zmschen den Strecken oder Zahlen 
darzustellen, welche die Lage der Punkte der Figuren in einem 
Koordinatensystem bestimmen. Die einfachste Art, die Lage der 
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Fig. 13. 



Punkte in einer Ebene zu bestimmen, knüpft an die in der Einlei- 
tung charakterisierte Methode der Alten an, die ebenen Schnitte eines 
Kreiskegels planimetrisch zu definieren. Man wählt zwei nach beiden 
Seiten beliebig weit zu verlängernde Axen OX und OT (Fig. 13), 
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deren Abschnitte positiv oder negativ zu rechnen sind, je nachdem 
sie in der Richtung von nach X resp. Y oder umgekehrt laufen; 
hierbei wird OX gewöhnlich die Abscissen- und OY die Ordi- 
natenaxe genannt, der Schnittpunkt der beiden Axen heißt der 
Anfangspunkt Dies vorausgesetzt, versteht man unter der Äbscisse 
X = OQ resp. der Ordinate y = OR eines Punktes P den Abschnitt, 
welchen die durch den Punkt P gezogene Parallele zur Ordinaten- resp. 
Absdssenaxe auf der Abscissen- resp. Ordinatenaxe macht. Dieser Defi- 
nition zufolge besitzt jeder Funkt P der Ebene in Beziehimg auf 
zwei Axen OX und OY eine Äbscisse x und eine Ordinate y mit je 
einem bestimmten Vorzeichen^ aber auch jedem Paar von mit be- 
stimmten Vorzeichen behafteten Strecken oder Zahlen x = OQ und 
y = OR entspricht ein und nur ein Punkt P der Ebene; man findet 
ihn entweder dadurch, daß man die gegebenen Strecken x resp. y 
als OQ resp. OR auf OX resp. OY ihrem Vorzeichen gemäß aufträgt 
und durch Q resp. R die Parallelen zu OY resp. OX zieht, bis sie 
sie sich in P schneiden^ oder dadurch, daß man auf der Parallelen 
durch Q zu OY die Strecke y als QP ihrem Vorzeichen gemäß auf- 
trägt. Dieser letzten Konstruktion entsprechend hat man gewöhnlich 
die Strecke QP im Auge, wenn man von der Ordinate des Punktes 
P spricht Sind x und y als unbenannte Zahlen gegeben, so be- 
deuten sie ja, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde, 
rationale oder irrationale Vielfache der Mnheitsstrecke e, können 
also von uns immer als Strecken betrachtet werden; ist dann e für 
eine Aufgabe der Naturwissenschaften oder der Technik etwa = 1 
geogr. Meile oder = 1 m, so wird man in den zur Veranschaulichung 
dienenden Figuren etwa ^ = 1 mm oder = 1 cm setzen. 

Offenbar haben alle Punkte der Abscissenaxe die Ordinate Null 
und ebenso die Punkte der Ordinatenaxe die Äbscisse Null; weiß 
man umgekehrt von einem Punkte, daß er eine verschwindende Äb- 
scisse resp. Ordinate hat, so liegt er auf der Ordinaten- resp. 
Abscissenaxe. Die beiden Axen teilen die ganze Ebene in vier 
Winkelräume, welche den vier möglichen Vorzeichenkombinationen 
der Äbscisse und Ordinate jedes Punktes entsprechen, wie das aus 
der Figur zu ersehen ist 

Äbscisse und Ordinate werden zusammen auch die Koordi- 
naten eines Punktes genannt, die beiden Axen die Koordinaten- 
axen und die Art der Bestimmung jedes Punktes in Beziehung 
auf dieselben das Koordinatensystem. Je nachdem der Winkel 
der beiden Koordinatenaxen ein rechter ist oder nicht, wird das 
Koordinatensystem in unserem Falle ein System von rechtwink- 
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ligen oder schiefwinkligen Parallelkoordinaten genannt Wenn 
nichts anderes festgesetzt ist, versteht man besonders in den Anwen- 
dungen unter Abscisse und Ordinate gewöhnlich rechtwinklige Pa- 
rallelkoordinaten. 

Für sehr viele Aufgaben ist es nützlich, die Veränderung der 
Koordinaten kennen zu lernen, wenn die Axen parallel mit sich 
selbst nach einem neuen Anfangspunkte verschoben werden, um 
diese Untersuchung so einzurichten, daß das Resultat nicht von der 
besonderen gerade gewählten Figur abhängig zu sein scheine, schicken 
wir die folgenden Bemerkimgen voraus. Betrachten wir Strecken 

einer und derselben oder 
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Fig. 14. 



paralleler Geraden als mit 
demselben oder mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen 
versehen, je nachdem die 
Richtungen von ihrem An- 
fangspunkte nach ihrem 
Endpunkte übereinstim- 
men oder nicht, so gilt 
offenbar für je drei 
Punkte ^,jB,C einer Ge- 
raden die Beziehung: 

(1) AB=^AC+ CB, 



wie aus den drei möglichen Lagen des Punktes C gegen die beiden 
Punkte Ä und B leicht zu sehen ist (s. Fig. 12 auf S. 12). Wird 
femer eine Strecke auf eine ihr parallele Gerade in irgend einer 
Richtung projiciert, so ist die Projektion der Strecke selbst auch 
dem Vorzeichen nach gleich. 

Besitzt nunmehr der Anfangspunkt 0' eines Koordinatensystems, 
dessen Axen (/X' und O'Y' mit den Axen OX und OF resp. gleich- 
gerichtet sind, in dem alten Systeme die Koordinaten a = OA und 
b = OB (s. Fig. 14), so ist offenbar: 

x=-OQ = 0A + AQ =a+ Oq == a + x, 
y^OR^OB + BR = b + aS = b+y. 

Wir erhalten daher den Satz: 

1. Mn Punkt Pj dessen Koordinaten in Beziehung auf die Axen 
OX und OY X und y sind, besitzt in Beziehung auf die Axen O'X 
und OfY\ die mit OX resp.' OY gleich gerichtet sind, und deren An- 
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fattfftpunkt O m dem alten Systeme die Koordinaten a und b hat, die 
Koordinaten x =^ x — a und y = y — h. 

Aufgabe. Man konstruiere die Punkte mit den Koordinaten: 
X = 2,5 cm, y = 3,1 cm; 
(2cm, -1,6cm); (-V2cm, 
2,75 cm), (-3 cm, -2 cm). 



Polarkoordinaten und 

Drehung der Koordinaten- 

axen. 

Für viele Unter- 
sachungen ist ein anderes 
Koordinatensystem von 
großem Nutzen in Be- 
ziehung auf einen Punkt 0, 
welcher der Pol genannt 
wird, und einen ihn ent- 
haltenden Halbatrahl OX, BeKHUuDgyonKoordinaten-od.Mülimeterpapier. 

welcher die Polaraxe heißt In diesem Systeme (Fig. 15} ist jeder 
Punkt F bestimmt durch seine Entfernung r = OF vom Pole, den 
sogenannten Radiusvektor, und den Winkel <p = -^XOF, die 
Amplitude, welche 
der Radiusvektor mit 
der Polaraxe bildet. 
Unter der Amplitude 
ist des A'äheren der- 
jenige Winkel ZH ver- 
stehen , welchen die 
Polaraxe OX in 
einem als positio fest- 
gesetzten Drekungs- 
sinne beschreiben mu/ 
damit sie n 
Radiusvektor zusam- 
menfalle. Dieser 
BrehangBsinn ist ge- 
wöhnlich demjenigen 

des Zeigers einer auf der Ebene liegenden Uhr entgegengesetzt. Die 
AmpKtude kann also alle Werte von 0" bis 360" annehmen, ist sie negativ, 

ScitUK, AnttljttKliB Oeomelrl«. 2 
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80 ist sie entweder in negativem Sinne zu beschreiben oder als 360^ +qp 
in Rechnung zu stellen. Der Radiusvektor r wird immer als positiv 
angesehen; sollte er sich indessen aus einer Gleichung als negativ 
ergeben, so werden wir dies im Einklänge mit unseren Festsetzungen 
über das Vorzeichen von Strecken offenbar so zu deuten haben, daß 
der zugehörige Punkt dem entgegengesetzten Halbstrahle angehört 
oder eine Amplitude besitzt, die um 180^ größer ist als diejenige, 
zu welcher der durch die Gleichung zu bestimmende Radiusvektor 
gehören sollte. (Vgl. Satz 2.) Nach diesen Festsetzungen ist klar, 
daß einerseits jedem Punkte der Ebene eindeutig ein Radiusvektor 
und eine Amplitude zukommt, da wir diejenigen Amplituden, welche 
sich nur durch Vielfache von 360^ unterscheiden, als nicht von- 
einander verschieden ansehen können; andererseits wird auch jeder 
Radiusvektor mit einer zugehörigen Amplitude einen und nur einen 
Punkt der Ebene bestimmen. Radiusvektor und Amplitude zu- 
sammen werden Polarkoordinaten genannt. 
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Fig. 16. 

Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen der Amplitude ist 
es leicht die Beziehung zu finden zwischen den Polarkoordinaten 
r, (f jedes Punktes P und den rechtwinkeligen Parallelkoordinaten 
Xy y desselben Punktes in Bezug auf die Polaraxe als positive 
Abscissenaxe und denjenigen Halbstrahl OY als positive Ordinaten- 
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axe, dessen Amplitude =90^ ist. Liegt dann P im ersten Qua- 
dranten, wo X und y positiv sind, so folgt aus der ursprünglichen 
Definition Yon Sinus und Cosinus am rechtwinkeligen Dreiecke OQP 

unmittelbar, daß: 

(1) X = r cos fpj y =■ T sin qp. 

Man hat deshalb folgende allgemeinere Definition der trigono- 
metrischen Funktionen aufgestellt (Fig. 16): 

Der cos resp. sin eines Winkels tp ist die Abscisse resp, Ordinate 
eines Punktes mit dem Radiusvektor 1 und der Amplitude q) in Be* 
Ziehung auf die Polaraxe als Abscissenojce und den Halbstrahl mit 
der Amplitude 90^ als Ordinaienaxe, 

Dieser Definition zufolge gelten die Formeln (1) für jeden Punkt 
des Kreises mit der Einheitsstrecke als Badius und folglich auch 
flir jeden Punkt der Ebene (Def. des Produktes auf S. 10). Aus 
der Definition ergeben sich aber auch leicht die folgenden Eigen- 
schaften von cosqp und sinqp bei jedem Werte von y: 

(2) cos = cos 360« = 1, cos 90« = 0, cos 180« = - 1, cos 270« = 0; 

(3) sin = sin 360« = 0, sin 90« = 1, sin 180« = 0, sin 270« = - 1 ; 

(4) cos(— (p) = cosqp, sin(— qc.) = — sinqp; 

(5) cos (360« + qp) = cosqp, cos (180« + y) = — cosy. 

(6) sin (360« + y) = sin y, sin (180« + 9)) = - sin tp. 

Weitere Eigenschaften erhalten wir durch Untersuchung des 
Zusammenhanges zwischen 
den rechtwinkeligen Par- 
allelkoordinaten x^ y eines 
Punktes P und den schief- 
oder rechtwinkeligen Par- 
allelkoordinaten x\ y' des- 
selben Punktes in Be- 
ziehung auf die Axen OX' 
und OY' mit den Ampli- 
tuden a und ß. Hierzu 
beweisen wir zuerst zwei 
Hilfssätze: 

1. Hilfssatz (Fig. 17): Ist auf einer Geraden g eine Richtung als 
positiv festgesetzt, und besitzt der Radiusvektor gleicher Richtung durch 
den Pol die Amplitude y^ so ist die rechtwinkelige Projektion 'qq^ 
irgend einer Strecke 'pp^ von g auf die Abscissenaxe auch dem Vor- 
zeichen nach durch ~pp^ cos y dargestellt 

Der Satz ergiebt sich unmittelbar aus der ersten der Formeln (1), 




Fig. 17. 
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wenn wir, je nachdem PPj oder P^P positiT ist, P oder P^ zum Pole 
eines Polarkoordinatensystems machen, dessen Polaraze mit OX gleich- 
gerichtet ist, weil die rechtwinkeligen Projektionen einer Strecke anf 
gleichgerichtete Geraden auch dem Vorzeichen nach gleich sind. 

2. Hilfissatz: Werden die Seiten eines geschlossenen Polygons einer 
bestimmten Umlaufungsrichtung desselben entsprechend auf irgend eine Äxe 
projiziert, so ist die algebraische Summe dieser Projektionen gleich Null, 

Sind nämlich J/B, Cj ... M, N die Projektionen der Ecken ent- 
sprechend ihrer Seihenfolge, so ist nach Formel (1) des vorigen 
Paragraphen: 

ÄB + BC+CD + ... +MN + NÄ = ÄC+CD + ...+ MN + NA 

= ÄD + ... + MN+ NA=^...= ÄN + NA = 0. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir das Dreieck OPQ 




Fig. 18. 

(Fig. 18), dessen Seiten der Eeihe nach r, —y und — x sind. 
Es ist daher nach den beiden Hilfssätzen: 

(7) r cos (f = y cos ß + ar'cos u. 

Setzen wir nun ß = cc + 90^, sodaß auch x, y' rechtwinkelige Ko- 
ordinaten sind, und bedenken, daß P in Beziehung auf OT als 
Polaraxe die Amplitude q)' = cp ^ a hat, so folgt: 

(8) cos (cp + «) = sin (p' cos {cc + 90®) + cos qp' cos a. 



Drehung der Koordinaienaxen. 21 



Setzt man hierin a = 90^^ so ergiebt sich die bekannte Relation: 

(9) cos (tp + 90<^ :== - sin y, 
woraus durch nochmalige Anwendung folgt: 

(10) sin [(p + 90^ = cos qp. 

Hiemach liefert uns Gleichung (8) das bekannte Additionstheorem: 

(11) cos(a + qp) = cosflfcos^) — %ma%m(p\ 
setzt man hierin a + 90® für a, so folgt ebenso: 

(1 2) sin (cf + y) = sin et cos (p + cos a sin (p^ 
Für a = — (p ergiebt sich endlich aus (11) die Relation: 

(13) cos^y + sin*(jp = 1, 

sodaß wir wegen der Gleichungen (1) einen neuen Beweis des pytha- 
goräischen Lehrsatzes erhalten haben und die Beziehung zwischen 
rechtwinkeligen und Polarkoordinaten in folgendem Satze aussprechen 
können : 

2. Hat ein Punkt P in Bezug auf als Pol und OX als Polar- 
axe die Polarkoordinaten r, (p und in Bezug auf die Äbscissenajce OXund 
die Ordinatenaxe OY mit der Amplitude 90^ die Parallelkoordinaten 
X, y, so ist X = r cos qp, y = r sin (p und r* = a:^ + y* 

Wenden wir nunmehr unsere beiden Hilfssätze wieder auf das 
Dreieck OPQf, aber auf OY als Projektionsaxe an, in Bezug auf 
welche sich ja die Amplituden um 90® vermindern, so folgt der 
Formel (7) entsprechend die Gleichung: 

(1 4) r sin qp = y sin ß + x'sin cc. 

Hiemach erhalten wir den folgenden Satz: 

3. Hat ein Punkt P in Bezug auf die Äbscissenaxe OX und die 
Ordinatenaxe OY mit der Amplitude 90^ für OX als Polar axe die Ko' 
ordinaten Xy y und in Bezug auf die Axen OX' und OY' mit den 
Amplituden u und ß die Koordinaten x, y', so ist: 

x = x cos a + y' cos ß, y =^ x' sin cc + y' sin ß. 

Setzen wir ß = 90® + a, so erhalten wir als Korollar: 
3*. Hat ein Punkt P in Bezug auf die Abscissenaxe OX und die 
Ordinatenaxe OY mit der Amplitude 90^ für OX als Polar axe die Ko^ 
ordinaten x, y und in Bezug auf die um die Amplitude a gedrehten 
Axen die Koordinaten x', y, so ist: 

X = X cos a — y ' sin a, y = x sin a + y'cos a. 

Wir werden diese Formeln die Formeln der Drehung 
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems nennen. Hierbei 
ist also in beiden Koordinatensystemen die Abscissenaxe in dem- 
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selben Sinne um 90^ zu drehen, damit sie mit der Ordinatenaxe 
zusammenfalle, sodaß, falls 0Z'= OXund OT^ OT, das Dreieck XOY 
mit dem Dreieck X'OT durch Drehung um innerhalb der Ebene 
zur Deckung gebracht werden kann. 

Durch Verbindung der Sätze 1 und 3* erhalten wir endlich 
den folgenden: 

4. Hat ein Punkt P in Bezug auf die Abscissenaxe OX und die 
Ordinatenaxe OT mit der Amplitude 90^ für OX als Polar axe die Ko~ 
ordinaten x, y und in Bezug auf die um die Amplitude a gedrehten 
Axen 0'X\ 0'Y\ deren Anfangspunkt im ersten Systeme die Koordi- 
naten . a, b haty die Koordinaten x\ y\ so ist: 

X = a + x' cos cc -^ y sina, y = b + ar'sin a + y' cos cc. 

Hat nämlich der Punkt P in Beziehung auf zwei den Axen OX, 
OY gleichgerichtete Axen OH und 0'^ die Koordinaten f und ^, so 
ist nach Satz 1: ar = a + j und y = ^ + 5 und nach 3*: 

j = ar'cos a — y sin cc, t) = ar'sin cc + ycos a. 

Zum Schlüsse mag hier noch eine Bemerkung Platz greifen 
über die Berechnung der Amplitude eines Punktes aus seinen 
rechtwinkeligen Koordinaten, denn die Konstruktion derselben ergiebt 
sich ja aus der De^finition. Wir finden aus den Formeln (1): 

(15) y : a: = sin gp : cos tp = tg"^? = 1 : cot y, 

wo die Funktionen tg (p und cot y ihrer Definition gemäß durch 
folgende Eelationen verbunden sind: 

(16) tg(— qp) = - tgqp, cot(- 9?)= - cotyj; 

(17) tg(180«+9?) = tg9?, cot(180»+y) = cot9?; 

(18) tg(90o+ 9?) = - coty, cot(90^+ 9)= — tg9>; 

(19) • tg(« + <,) = ^^^. ■ 

Soll nun q) aus der Gleichung (15) gefunden werden, so finden 
wir zuerst durch den bekannten Wert y:x von tg tp aus den Ta- 
bellen den positiven spitzen Winkel qp^, welcher der Gleichung: 
y^:ar^ = tgqp^^ genügt, wenn y^ und x^ die absoluten Werte von y 
und X sind. Je nachdem nun für x und y selbst die vier Vor- 
zeichenkombinationen (+, +), (— , +), (— , — ), (+, — ) gelten, 
erhalten wir q) =^ (po, 180^- y^» 180«+ 9?^, S60^-(pQ. Ist der 
Radiusvektor als unbenannte Zahl gegeben, so gilt für ihn dasselbe 
wie für die Parallelkoordinaten auf S. 15. 



1. Aufgabe. Man konstruiere und berechne die rechtwinkeligen 
Koordinaten der Punkte, deren Polarkoordinaten (3,210% (2,315^. 
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2. Aufgabe. Man konstruiere und berechne die Polarkoordi- 
naten der Punkte, deren rechtwinkelige Koordinaten (0,5), (3, —3), 
(-1, -/3). 

3. Aufgabe. Man berechne die rechtwinkeligen Koordinaten 
derselben Punkte in einem Systeme, dessen Anfangspunkt (7 im 
alten die Koordinaten (—3, 4) hat, und das um die Amplitude von (7 
gegen das alte System gedreht ist 

§ 3. 
Die Gleichung der geraden Linie. 

I Kann ein Punkt eine ganz beliebige Lage in der Ebene ein- 
nehmen, so können offenbar sowohl seine Abscisse (Amplitude) als 
seine Ordinate (Eadiusvektor) ganz wiUkürlich gewählt werden. Ist 
hingegen der Punkt gezwungen, auf einer gewissen Linie zu liegen, 
so werden zu jeder Abscisse (Amplitude) entweder gar keine oder i. A. 
nur eine bestimmte Anzahl von Ordinaten (Radienvektoren) gehören, 
die mit der Abscisse (Amplitude) Punkte der Linie bestimmen. Die 
Formel nun oder die Formeln, die zu jeder Abscisse (Amplitude) die 
etwa zuffehÖriffen Ordinaten (Radienvektoren) von Punkten einer Linie 
zu finden erlauben, werden die Gleichung oder die Gleichungen der Linie 
genannt. Obgleich im allgemeinen eine solche Gleichung zur Be- 
schreibung einer Linie ausreichen wird, so kann es doch unter Um- 
ständen bequemer sein, mehrere Gleichungen hierzu zu benutzen; 
diese werden dann außer den Koordinaten noch unbestimmte Größen 
oder Parameter enthalten, durch deren Elimination die Gleichung 
der Linie entsteht. Es wird hiemach unsere Aufgabe sein, die 
Gleichungen der einfachsten Linien aufzustellen, umgekehrt aber 
auch die Linien zu konstruieren, die durch Gleichungen besonders 
einfacher Art dargestellt sind, damit einerseits jede auf Bestimmung 
einer Linie durch andere Linien bezügliche geometrische Aufgabe in 
analytische Form gesetzt, andererseits aber auch das Resultat der 
analytischen Umformungen nach bestimmten Vorschriften geometrisch 
interpretiert werden könne. 

Wir fangen an mit der Betrachtung der geraden Linie und 
werden dabei zunächst immer ein rechtwinkeliges Koordinatensystem 
zu Grunde legen. Fällt die Gerade mit der Abscissenaxe zusammen, 
so ist offenbar für jeden Punkt derselben die Ordinate: 

(1) y = 0, 

während die Abscisse alle möglichen Werte annehmen kann; wir 
werden daher Formel (1) als die Gleichung der Abscissenaxe be- 
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trachten könneiiy weil umgekehrt jeder Punkt mit yerschirindender 
Ordinate in der Ahscissenaxe li^t Geht daher eine Grerade (Fig. 19) 
durch den Punkt L mit den Koordinaten 4 ^ ^u^d besitzt die eine 
(positire) Seite LT der Geraden die Amplitude /, so ist ihre Glei- 
chung in Bezug auf die Axen LX' und LTj die gegen OX resp. 
OY um die Amplitude y gedreht sind, y' = Oj also sind nach Satz 




Fig. 19. 

4 die Koordinaten x, y jedes Punktes P der Geraden in dem ur- 
sprünglichen Systeme enthalten in der Form: 

(2) X = 1 -{- X cos y^ y =i m '\- X sin y^ 

wo X = Lf positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf 
der positiven oder negativen Seite der Geraden liegt. Durch Elimi- 
nation von u ergiebt sich hieraus: 

(3) [x — /) sin y = (y — m) cos y 

als Gleichung der Geraden. Es ist nämlich auch umgekehrt leicht 
zu sehen, daß jeder Punkt P, dessen Koordinaten a:, y dieser Glei- 
chung gentigen, in der oben beschriebenen Geraden liegt. Denn 
drücken wir in Gleichung (3) x und y nach Satz 4 durch x und y' 
aus, so folgt: 

(4) x' cos y sin ^^ — y' sin ^y = x sin y cos / + y' cos ^y 
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oder y = 0. Es ist deshalb auch jeder Punkt P, dessen Koordinaten 

Xj y durch die Formeln (2) geliefert werden, ein Punkt der Geraden 

LX\ da dann x und y der Gleichung (3) gentigen. 

Wir können hiemach den folgenden Satz aussprechen: 

5. Die Koordinaten x, y aller Punkte P einer Geraden durch den 

Punkt L (l, m)y deren positive Seite die Amplitude y hat, sind ent-- 

halten in der Form: 

(2) X = l + u cos y, y = m + M sin y, 

wo u = ZP positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf der 
positiven oder negativen Seite der Geraden liegt, und es liefern umgc" 
kehrt alle Koordinaten x, y dieser Form Punkte der beschriebenen Ge- 
raden. Die Gleichung dieser Geraden ist: 

(3) (x — l) sin y =: (y ^ m) cos y, 

und es liegen umgekehrt alle Punkte, deren Koordinaten x, y dieser 
Gleichung genügen, auf der beschriebenen Geraden, oder die Gleichung 
stellt die Gerade dar. 



fr 



/ 

A 

/ ^ 




^X 



Fig. 20. 

Eine andere bemerkenswerte Form der Gleichung der Geraden 
erhalten wir, wenn wir die Verlängerung des Lotes OL = d (Fig. 20) 
vom Anfangspunkte auf die Gerade, das die Amplitude S haben mag, 
zur neuen Ordinatenaxe ZT und demgemäß diejenige Seite der Gera- 
den, welche die Amplitude y = ^ — 90^ hat, zur Abscissenaxe ZT 
machen (in der Figur ist y + 90 ^ = 360 ^ + ^. Da nunmehr / = rf cos S 
und m = dsinS ist, so erhalten wir als Gleichung der Geraden: 
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(4) {x-<fco8a)8m(*-90^=(y-<f8ma)coB(*-90^ 
oder: 

(5) xcoBÖ +ywiS == d, 

welche die Hessesche Normalform der Gleichung der Geraden 
genannt wird. Wir wollen diese Form wegen ihrer Wichtigkeit in 
einem besonderen Satze hervorheben: 

6. Die Gleichung der Geraden y für welche das Lot OL vom 
Anfangspunkte auf sie die (positive) Länge d und die Amplitude S 
hat, ist: 

(5) X cos 8 + gwid = dj 

und es stellt umgekehrt jede Gleichung dieser Form die Gerade dar^ 
welche im Punkte L mit dem Radzusvektor d und der Amplitude S auf 
OL senkrecht steht. 

Die Hessesche Normalform der Gleichnng einer Geraden ist 
erstens deshalb von Wichtigkeit, weil man jede lineare Gleichnng: 

(6) Ax + By=C 

durch Multiplikation mit einem Fa^r -=r auf diese Form bringen und 

dadurch unmittelbar beweisen kann, daß Gleichung (6) eine gerade 
Linie darstellt Setzen wir nämlich: 

7) — = cos 5, — = sin*, -^ = d, 

so wird stets eine und nur eine die ersten beiden Gleichungen be- 
friedigende Amplitude 8 gefunden werden können, wenn: 

-^ + -^ = cos* J + sin* (i = 1 

ist; denn dann ist 8 die Amplitude des Punktes mit den Koordinaten 
"77> ~f) (^^^8^' ^^^"^ 2)- ^^^ hiemach noch unbestimmte Vorzeichen 

Q 

von i> = ± yj* + B^ wird dann dadurch bestimmt, daß d =i -jr 

positiv sein muß; denn wenn C und infolge dessen auch d =0 ist, 
kommt dessen Vorzeichen nicht in Betracht In der That würde 
durch die Gleichung: 
(8) X cos * + y sin * = 

nach unserem Satze eine Gerade durch den Anfangspunkt darge- 
stellt sein, welche auf dem Badiusvektor mit der Amplitude 8, also 
auch auf dem mit der Amplitude 180^ + <J senkrecht steht; die Rich- 
tung von OL ist also nicht mehr eindeutig bestimmt. Setzt man 
wieder 8 =^ 90^ + y, also cos* = — sin/, sin* = cosy, sodaß y bis 
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auf Vielfache von 180® durch tyy = — ^^ bestimmt ist, so geht Glei- 
chung (8) in: 
(9) -- xsmy + 1/ cos y =^ 

ilher, von der evident ist, daß sie durch die Koordinaten jedes Punktes 
mit den Amplituden y und 180^ + y erfüllt ist Wir wollen hier 
zunächst den Satz anmerken: 
7. Durch die Gleichung: 

(6) Jx + JB^^C 

istj sobald A und B rächt gleichzeitig verschwinden, stets eine gerade 
Linie dargestellt; dieselbe steht in dem Punkte L mit dem Radiusvektor 



€/== 



und der durch cos S = 4r und sin ^ = 4 bestimmten Ampli- 



Ä* + 5«' A^ + B^^ 



tude S auf dem Halbstrahle mit der Amplitude S senkrecht j wo 
-ö = ± yA^ + £^, je nachdem C positiv oder negativ ist IHe beiden 

Seiten der Geraden haben die durch tgy =i ^ bestimmten Ampli-- 

tuden y und 180® + y. 

Ist C von Null verschieden, so hat oflfenbar der vom Anfangs- 

AC JBG 

punkte verschiedene Punkt L die Koordinaten 

wonach er leicht 

direkt konstruiert ^ 

werden kann. In 

diesem Falle (Fig. 

21) kann man die 

Gerade allerdings 

noch einfacher 

konstruieren mit 

Hilfe der Ab- 

schnitte a und b, 

welche sie auf der 

Abscissen- resp. 

Ordinatenaxe 

macht. Für die 

Endpunkte dieser 

Abschnitte ist 

offenbar y resp. 

o: = ; da diese 

Endpunkte demnach die Koordinaten a, resp. 0, b haben und 

auf der Geraden liegen müssen, so folgt aus deren Gleichung (6): 




Fig. 21 . 
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(10) «=^. * = ^. 

IXrficken wir hiernach in Gleichiug (6) ^ und B durch a und b ans 



nnd diridieren durch Cj so nimmt 

Ol) 



die 



e Form an: 



X 

a 



+i-'. 



welche für Tiele üntersnchnngen nützlich ist Wir wollen daher 
den Satz herroihehen: 

8* Durch die Gleiehunff: 

(6) Jx + By = C 

ist eine Gerade dargestellt j welche auf den Koorduuxienaxen die Ab- 

C C 

schnUte a ^ —r nnd b :=^ -=r macht, und jede solche Gerade hat die 

A B '' 

Gleichung: 

(11) v + i = i- 

Unter Benutzung der in den Sätzen 7 und 8 erklärten Bezeich- 
nungen kann man der Gleichung (6), nachdem man beiderseits 
durch B dividiert hat, auch die Form: 
(12) y^xtgyArb 

r ■'' 




Fig. 22. 

geben, die sich besonders in älteren Werken findet; hierbei wird 
tgy als Bichtungskoefficient der Geraden bezeichnet. Diese 
Form fließt ofienbar auch aus Gleichung (3), wenn wir Z = und 
m = b setzen. 
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(1^) i;: 



Die Hessesche Normalform der Gleichung der Geraden ist 
zweitens (Fig. 22) auch deshalb von Wichtigkeit, weil sie unmittelbar 
den senkrechten Abstand irgend eines Punktes (or, y) von der Geraden 
kennen lehrt. Transformieren wir nämlich wieder auf die oben be- 
trachteten Äxen LX' und LT, setzen also: 

jT = / ^ X cos y — y' sin ;' = cf cos d + x BinS + y cos b, 
m + :p' sin y + y cos / = rfsin J — ar' cos 8 •\- y sin J, 

so bedeutet doch y' den Abstand des Punktes [x, y) von der Axe 
LX' oder unserer Geraden, und zwar wird y = Q'P positiv oder ne- 
gativ sein, je nachdem Q'P mit OL gleichgerichtet ist oder nicht, 
je nachdem also P und auf verschiedenen Seiten der Geraden 
liegen oder nicht Multiplizieren wir nun die erste der beideu Glei- 
chungen^ (13) mit cosJ, die zweite mit sin^ und addieren sie^ so 
folgt: 

(14) y = X cos S + ysimd — d. 

Wir erhalten daher das Kesultat: 

9. Ist die Gleichung einer Geraden auf die Hessesche Normalform: 

(15) X cos ^ + ysinJ — rf=0 

gebracht, so bedeutet ihre linke Seite für beliebige Werte von x und y den 
positiven oder negativen senkrechten Abstand des Punktes [x, y) von der 
Geraden, je nachdem dieser mit dem Anfangspunkte auf verschie- 
denen Seiten der Geraden liegt oder nicht, 

Ist d = 0, geht also die Gerade durch den Anfangspunkt, so 
folgt jedenfalls, daß: 

(16) y =" X cos <) + y sin 5 

auf verschiedenen Seiten der Geraden verschiedenes Vorzeichen hat, 
wonach für besondere Werte von x und y leicht die betreffende 
Regel gefunden werden kann. 

Wir schließen hieran noch einige kurze Bemerkungen über die 
Gleichung der Geraden in schiefwinkeligen Parallelkoordi- 
naten und in Polarkoordinaten. Wollen wir die Gleichung: 

(12) y^x\,gy + b 

der Geraden in Beziehung auf die rechtwinkeligen Axen OX und OY 
in eine solche in Beziehung auf die Axen OX und OY' verwandeln, 
wo OY' die Amplitude ß für OX als Polaraxe hat, so haben wir 
nach Satz 3 zu setzen: 



^ Obwohl es sich eigentlich um die Multiplikation resp. Addition beider 
Seiten einer G-leichung handelt, werden wir uns doch häufig der Kürze wegen 
der obigen nicht ganz genauen Ausdrucksweise bedienen. 
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wodiireli Gleichung (12) nach Multiplikation mit co&f öbeigdit in: 

(18) y'sin(^ — /) = x'sin7' -r ^cos^ 

oder 

WO offenbar: 

(20; *'=*^^ 



den Abschnitt bedentet. den die Gerade anf der Axe OT macht 
Es kann umgekehrt jede lineare Gleichnng: 

(21) Äx^B^=C 

leicht auf diese Form gebracht werden. Durch EoeffizienteuTer- 
^eichung ergiebt sich namlidi: 

(22) -Är(?^r-B^' *=5^' 

also: 

Hiermit ist gezeigt, daß durch Gleidiung (21) stets eine Gerade 
dargestellt ist, und wie dieselbe in jedem FaUe zu konstruieren ist. 
Ist C Ton Null yerschieden, so geschieht dies naturlich am ein- 

fachsten mit Hilfe der Abschnitte a = -ry und y =z -—j welche die 

Gerade auf den Axen OX und OT" macht, wo dann die Gleichung 
der Geraden auch in schiefwinkehgen Eoordinaten die einfache 
Form: 

(24) ^ + f = l 

annimmt Wenn überhaupt schiefwinkelige Eoordinaten angewendet 
werden, wird es sich meist um diese Form der Gleichung der Ge- 
raden handeln. 

Soll die Gleichung der Geraden in Polarkoordinaten gefanden 
werden, so gehen wir am besten aus Yon ihrer Gleichung (5) in der 
Hesseschen Normalform; durch die Substitution x=:rcos(p, y=rsin^ 
geht diese Gleichung offenbar über in: 

(26) ^=— T^r — ^- 

^ ' cos (o — q>) 

Liegt eine Gleichung in Polarkoordinaten nicht in dieser ein- 
fachen Form vor, so wird die Entscheidung darüber, ob überhaupt 
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und welche Gerade durch die Gleichung dargestellt ist, am besten 
dadurch geschehen ^ daß man statt der Polarkoordinaten recht- 
winkelige Koordinaten einfuhrt 



1. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Geraden, welche 
unter 45^ gegen die Abscissenaxe geneigt ist und den Punkt (—3, 4) 
enthält 

2. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Geraden, welche 
im Punkte (4, — 3) auf dem Kadiusvektor dieses Punktes senkrecht 
steht {xdcos S + t/d sin S = cP, rfcos ^ = 4, dsind = 3.) 

3. Aufgabe. Man bestimme die verschiedenen Gleichungs- 
formen der geraden Linien: 3ar + 4y = 6; 12x — 5y=— 26 und 
die Entfernungen derselben vom Punkte (—7, 1). 

4. Aufgabe. Man bestimme den Ort^ der Punkte, für welche 
die Lote auf zwei feste Geraden Abschnitte von konstanter Summe 
machen. 

Man mache die eine Gerade zur Abscissenaxe, nehme die andere 
als einen Halbstrahl mit der Amplitude a an und bestimme den 
auf ihr gemachten Abschnitt durch Drehung der Axen um die Ampli- 
tude cc\ ist dann a die konstante Summe, so findet man als Gleichung 



1 + cos a = 2 cos^ ^ 



des Ortes : x cos — + y sin ^ = ~ 5 

2 ^ ^ 2 2cosa/2 

geometrische Interpretation dieser Gleichung. 

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, für welche 
die Summe der Lote auf zwei feste Geraden konstant ist. 

6. Aufgabe. Man bestimme die Entfernung des Punktes (1, 13) 
von der Geraden: 39:r'+ 16y'= 39 in einem schiefwinkeligen Systeme, 

dessen Axen den durch tg/?=— bestimmten spitzen Winkel mit- 

La 

einander bilden. (Benutzung der Formeln (17) bis (23)). 

7. Aufgabe. Von einem Dreiecke, dessen Winkel gegeben 
sind, ist die eine Ecke fixiert, während eine andere Ecke sich längs 
einer festen Geraden bewegt; man soll den Ort der dritten Ecke 
finden. 



^ Soll in der analytischen Greometrie der geometrische Ort eines 
Punktes gefunden werden, so denke man sich seine Koordinaten zunächst als 
bekannt; drückt man dann die geometrische Bedingung, welcher der Punkt 
genügen soll, analytisch aus, so ergiebt sich entweder direkt oder nach Elimi- 
nation von Hilfsgrößen, die je nach der Natur der Bedingung einzufuhren sind, 
eine Gleichung zwischen den Koordinaten des Ortspunktes oder die Gleichung 
des gesuchten Ortes. 
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Entfernung zweier Ptmkte. 



Man mache die feste Ecke zum Pole des Koordinatensystems 
und denke sich die Gleichung der festen Geraden in der Form (25) 
gegeben; dann ergiebt sich durch Benutzung des Sinussatzes [Glei- 
chung (14) in § 2 auf S. 21 für qp = 0] auch die Gleichung des Ortes 
in dieser Form. 

§^. 

Die Entfernung zweier Punkte, drei Punicte in einer Geraden, der 

Fläclieninlialt des Dreiecks. 

Haben wir uns bisher einerseits mit der analytischen Be- 
stimmung der Lage eines Punktes andererseits mit derjenigen 

Y 




Fig. 23. 

einer geraden Linie beschäftigt, so wenden wir uns jetzt zur Be- 
handlung der Fundamentalaufgaben, die sich an zwei Punkte 
knüpfen. Haben wir die beiden Punkte P^ und Pg (Fig. 23) mit 
den rechtwinkeligen Koordinaten x^^y^ und x^y y^, und hat die positive 

Strecke m = PjP, die Amplitude /, so ist nach Satz 5, Formel (2) 

des vorigen Paragraphen: 

(1) oTjj = a:j + ttcos/, y2=yi + "8in/. 

Hieraus ergiebt sich einerseits die Entfernung u der beiden 

Punkte 

(2) y = y(^2-^i)' + (y2~yi)' . 

andererseits der Richtungskoefficient tgy der Geraden Pi-Pj' 

3) tgy:-^'"^' -^LT-J^. 



a?« — x^ 



Xt — Xo 
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weil ja T' durch diese Formel nur bis auf Vielfache von 180® be- 
stimmt ist. Wir erhalten daher zuerst den Satz: 

10. Haben die Funkte P^ and P^ die Koordinaten x^ , y^ und 

^2> y»» *^ *^^- 



(I) Ä/^^ = y(^2-^i)^+(y2-yi)'. 

und die Amplitude y der Richtung p^p^ ist bestimmt durch: 
(II) x^^x^= J\p^ COS yj 3^2 - ^1 = PiP% sin y. 

Ist nun der Punkt P mit den Koordinaten x, y irgend ein 
dritter Punkt der Geraden P^P^^ so haben wir offenbar die analogen 
Formeln: 

(4) a: — oTj = PjP COS y, y — y^^ Ji^p sin ;'; 

(5) x^-x = TP^cosy, yj-y = P^sin/, 

wo die Strecken J\p und pi\ als positiv oder negativ anzusehen 
sind, je nachdem ihre Richtung mit derjenigen von p^p^ überein- 
stimmt oder nicht. Setzen wir daher: 



(6) -^ = A, 
^ ' PP^ 

so folgt: 

(7) x-x^= X{x^ -x), y-y^= A(ya - y), 

wo es nun bei der Definition von X gleichgiltig ist, welche Richtung 
der Geraden als positiv festgesetzt ist, da bei Vertauschung dieser 
Richtung mit der entgegengesetzten Zähler und Nenner von X ihr 
Vorzeichen ändern. Aus (7) folgt offenbar: 

^^^ 1 4- ;l ^ 1 + ;i 

Wir wollen dies Resultat in dem folgenden Satze hervorheben : 
11. Teilt ein Punkt P der Gerädert durch die Punkte i\(^j, y^) 

und Pg (x^, y^) die Strecke P^P^ in dem Verhältnisse X = p^T' • PP^, so 

hat P die Koordinaten: 

Hier kann X alle möglichen Zahlenwerte von — oo bis + oo 
annehmen. Fängt X von — oo an zu wachsen, so durchläuft P 
zunächst von P^ aus alle Punkte der Verlängerung von P^P^j bis 
er für A = — 1 ins Unendliche verschwindet. Wächst dann X weiter, 
so kommt P wieder in der über P^ hinaus liegenden Verlängerung 
von P1-P3 zum Vorschein, bis er für X = mit P^ zusammenfällt. 
Wächst endlich X von bis + 00, so durchläuft P alle Punkte der 

Schur, Analytische Geometrie. 3 
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Strecke i\P^ selbst und fallt im besonderen für A = 1 mit dem 
Mittelpunkt der Strecke ~pj\ zusammen. Wir erhalten daher als 
CoroUar des Satzes 1 1 : 

11*. Ler Mittelpunkt der Strecke 1\I\, deren Endpunkte die Ko- 
ordinaten x^y y^ und x^, y^ haben, hat die Koordinaten x :=—{x^ + x^ 

3/ = 1(^1+^2)- 

Jedem absoluten Werte des Teilungsverhältnisses X entsprechen 
demnach je zwei Punkte, der eine innerhalb, der andere außerhalb 
der Strecke i^Pa- ^^^^ derartig zugeordnete Punkte der Geraden 
haben deshalb einen besonderen Namen erhalten gemäß der fol- 
genden Definition: Je zwei Punkte P und P' einer Geraden P^P^ 

P P' 

o o o 



Fig. 24. 

(Fig. 24), für welche die Verhältnisse X und i', in die sie die Strecke 
J\P^ teilen, sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, heißen durch 
Pj und Pg harmonisch getrennt. Es gilt also für die Punkte die Be- 
ziehung: 



(9) PiP : PPa = PiP : PaP. 

Da man diese Gleichung auch in der Form: 



(10) PP^ : P^F = PP^ : PPi 

schreiben kann, so sind auch umgekehrt P^ und P^ durch P und P 
harmonisch getrennt, 

Satz 11 erlaubt nun unmittelbar die Koordinaten von zwei 
Paaren harmonisch getrennter Punkte aufzustellen, wovon wir später 
Gebrauch machen werden. 

Eliminiert man X aus den beiden Gleichungen (7), so erhält 
man die Bedingung dafür, daß der Punkt P (x, y) in der Geraden 
durch die Punkte P^ {x^, y^) und Pg (arg, y^) liegt, zunächst in der 
folgenden Form: 

(11) (^' - ^i)(y2 -i/)-ii/- yi)(^2 - ^) = 0, 

welche man auch folgendermaßen schreiben kann: 
(12) x{y^ - yj) - y{x^ - x^) = .r, y^ - x^^y^ 

Wir erhalten daher den Satz: 

1 2. Die Gleichung der Geraden durch die Punkte Pj {x^ , yj und 

^2 K» 7/2) ^^^' 
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(IV) 



^{U2 - Vi) -!/i^2 - ^l) = ^1^2 - ^2^1- 



Hiernach ist durch die Größe: 



aJ| y« - ^ Vx 



vom 



Vorzeichen abgesehen das Lot vom Anfangspunkte auf die Ge- 
rade PjPg dargestellt (vergl. Satz 7). Es stellt daher die rechte 
Seite jTj ^2 ~" ^'2 !/i ^'^^ Gleichung (IV) vom Vorzeichen abgesehen den 
doppelten Flächeninhalt des Dreiecks OP^P^ dar. Um das Vorzeichen 
von ^1^2 ■"'^2^1 ^äher festzustellen, führen wir Polarkoordinaten 
ein, setzen also: 

(13) arj = r^ cos (f^ , !/i=r^ sin cp^; x^ = r^ cos rp^, y^ = r^ sin cp^. 
Dann wird: 

(1 4) x^ y^ - ^2 3^1 = ''i '^% ™^ (^2 - 9Pi)- 

Hiernach können wir den folgenden Satz aussprechen. 

13. Haben die Punkte P^ und P^ (Fig. 25) die Koordinaten x^y y^ 

und x^y y^y so stellt der Aimdruck -^{x^y^ ~" ^«.Vi) ^^^ positiven oder 

negativen Flächen- 
inhalt des Dreiecks 
OP^P^ dar y je nach- 
dem der da^ Innere 
des Dreiecks über- 
streichende Badius- 
vektor eine positive 
oder negative Am- 
plitude beschreiben 
mußy um von OP^ 
nach OP^ zu ge- 
langen. 

Hieraus ergiebt 
sich unmittelbar 

der Ausdruck 
für den Flächen- 
inhalt irgendeines 
Dreiecks P^P^P^ 
= P^P^P^ durch 




Fig. 25. 



die Koordinaten seiner Eckpunkte, wenn der Anfangspunkt 0' in den 
Punkt Pg (x^y yg) verlegt wird. In Beziehung auf die den ursprüng- 
lichen Axen gleichgerichteten Axen durch diesen Punkt haben ja 
Pj und Pj nach Satz 1 die Koordinaten: 
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i'ß 



'10 



Es wird daher: 



X, =-r2-x. 



yi =^2-^3- 



-^i>»' - -«"jy/ = -^i - -^1. >2 - IfyJ - (-^2 - ^3 '/; - yj! 



/ — - 




= -»-i y« - '2yi + 'f y? - '^yj + 'syj - ^i^z- 

Dieser Ausdruck wird nach dem Obigen positiT oder negativ 
»ein, je nachdem der E-idiusTektor P^P^ eine positive oder negative 

Amplitude be- 
schreiben muß, um 
das Dreieck über- 
streichend nach 
P^P, zu gelangen. 
Nun ändert sich 
aber der Aus- 
druck nicht, wenn 
man (Fig. 26) die 
Indices 1, 2, 3 mit 
resp. 2, 3, 1 oder 
die Indices 1, 2, 
3 cyklisch ver- 
tauschty wir wür- 
den also den- 
selben Ausdruck 
erhalten , wenn 
wir nach Satz 13 
das Dreieck OPjPj 
durch PjPjPg und P^P^P^ ersetzen. Wir können daher den Satz 

aussprechen: 

14. Der Ausdruck: 

2 (^•iy2-^2yi+ ^2y3-^3y2+ ^syi-^iya) 

stellt den positiven oder negatioen Flächeninhalt des Dreiecks P^P^P^ 
dar^ je nachdem die Vmlaufungsrichtung des Dreiecksumfangs von P^ 
über Pg nach P^ positiv oder negativ ist, d. h, je nachdem dabei die 
Seiten von den gegenüberliegenden Ecken aus gesehen im Sinne wachsen- 
der oder abnehmender Amplituden durchlaufen werden. 

Dem Umstände entsprechend, daß die Amplituden gewöhnlich 
in dem Drehungssinne des Uhrzeigers abnehmend angenommen 
werden, wird hiemach gewöhnlich diejenige Umlaufungsrichtung des 
Dreieckumfanges als positiv bezeichnet, bei welcher das Dreieck zur 
Linken des Umlaufenden bleibt. Betrachten wir daher den Flächen- 



Fig. 26. 
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Inhalt eines Dreiecks ^1^2-^s .1® "^^^^ seiner der Bezeichnung ent- 
sprechenden ümlaufungsrichtung als positiv oder negativ, so drücken 
die Sätze 13 und 14 offenbar aus, daß der Flächeninhalt des 
Dreiecks PjPg^s gleich der algebraischen Summe der Flächen- 
inhalte der Dreiecke OP^P^, OP^P^ und OP^P^ ist. Es läßt sich 
hiernach vermuten, daß der Flächeninhalt irgend eines Polygons 
PjPg^s • ' • ^n-iPn dargestellt sei durch die Formel: 

WO die einzelnen Differenzen aus der ersten durch die cyklische 
Vertauschung der Indices entstehen. Daß diese algebraische Summe 

der Flächeninhalte der Dreiecke OP^P^, OP^P^, , OP„_iP,,, 

OP^P^ den positiven oder negativen Flächeninhalt des Polygons dar- 
stellt, läßt sich natürlich nur für die sogenannten gewöhnlichen 
Polygone beweisen, deren umfange niemals sich selbst schneiden, 
während man für die übrigen Polygone diesen Ausdruck als Defini- 
tion des Flächeninhaltes zu betrachten hat. 

Was nun die gewöhnlichen Polygone betrifft, so ist die Eichtig- 
keit der Formel für ihren Flächeninhalt sehr leicht einzusehen für 
die sogenannten konvexen Polygone, für welche sämtliche Winkel 
< 180® sind. Dann teilt nämlich jede Diagonale Pn-1^1 das Polygon 
in das [n — 1)-Eck Pj^a^s • • • ^»»-1 iind in das Dreieck P»- A-Pi- 
Nehmen wir daher an, daß die Formel für jedes konvexe (w— 1)-Eck 
auch in Beziehung auf das der ümlaufungsrichtung entsprechende 
Vorzeichen bewiesen sei, so erhalten wir für den doppelten Flächen- 
inhalt des w-Ecks, das durch Hinzufugung des Dreiecks P„_iP„Pj 
zu dem {n — 1)-Eck P^P^P^ . . . P„_i entsteht, in Rücksicht darauf, 
daß diese beiden Polygone denselben ümlaufungssinn haben, den 
Ausdruck : 

^1^2 - ^01 + ^2^3 - ^3^2 + + ^n-2y«-l- ^n-l!/n-2 

also gerade die obige Formel. 

Was aber die gewöhnlichen Polygone mit einspringenden 
Winkeln oder Winkeln betrifft, die > 180® sind, so läßt sich zeigen, 
daß jedes solche Polygon durch Aneinanderfügung gewöhnlicher kon- 
vexer Polygone hergestellt werden kann. Ziehen wir nämlich von 
irgend einer Ecke P^ mit einspringendem Winkel P^_^P^P^^^ eine Ge- 
rade, welche diesen Winkel in zwei Winkel teilt, die < 180® sind, 
bis sie den Umfang des Polygons zum zweiten Male in dem Punkte 
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Q^ der Seite PiPi^^ trifft, so teilt diese Gerade das ursprüngliche 
Polygon in die beiden Polygone Qi^f +1^^1+2 • • • • -^J^i - - ^i-\^i 
und P^Pi^^ .... Pi_^P.Q., die nun in P. sicher keine einspringenden 
Ecken haben, während Q. höchstens dann für eins der beiden 
Polygone einen einspringenden Winkel hat, wenn Q. schon ein solcher 
Eckpunkt für das ursprüngliche Polygon war. Man kann daher 
durch Fortsetzung dieses Verfahrens das gegebene Polygon in lauter 
gewöhnliche konvexe Polygone einteilen. Da unsere Formel für 
diese bewiesen ist, so folgt sie hiemach ebenso wie oben auch für 
die gewöhnlichen Polygone mit einspringenden Winkeln. 

In Beziehung auf die Definition des Flächeninhalts eines Poly- 
gons, dessen Umfang sich selbst schneidet, durch die algebraische 

Summe der Flächeninhalte der Dreiecke OP^P^, OP^P^, , OPJ"^ 

mag schließlich noch die Bemerkung Platz greifen, daß der so defi- 
nierte Flächeninhalt jedenfalls von der Lage des Punktes unab- 
hängig ist. Denn bei Verlegung des Anfangspunktes vermöge der 
Formeln (Satz 1): 

(17) X = x + a, y = y + Ä, 
geht unser Ausdruck über in: 

^\ y\ - ^'2 y\ + ^'2 y\ - ^'3 y'2 + • • • • + ^'« y\ - ^\ y'n 

+ ^W2-y\+y9'-y2+ •••• +y\-y^+K^\-^\+'^\-^\+ •••• 

also in einen Ausdruck derselben Form, da die Koefticienten von 
a und b verschwinden. 

In Übereinstimmung mit Satz 12 ergiebt sich ofi'enbar aus der 
Bemerkung, daß drei Punkte in gerader Linie ein Dreieck bestimmen, 
dessen Flächeninhalt verschwindet, der folgende Satz: 

15. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür , daß drei 
Punkte mit den Koordinaten x^, y^; x,, y^; ^3, 3/3 «w gerader Linie 
liegen, ist: 

(V) ^'1^2 - ^2^1 + ^2^3 - ^3^2 + ^33/1 - ^1^3 = ^' 

Wir beschließen diesen Paragraphen mit der kurzen Angabe der 
in ihm entwickelten Formeln für ein schiefwinkeliges Koordina- 
tensystem. Wir werden dabei wieder die Formeln (17) des vorigen 
Paragraphen benutzen können, nämlich: 

(18) X = X + y cos ßy y = y siii ß* 

Dann geht zunächst die Formel (I) für die Entfernung zweier 
Punkte Pi(a:\, yj und ^2(^2' ^2) ^^^^ ^^• 

(p) p^, = ^[x'—ic\^fTW,^'T+'^^^\ - ^\){y 2- y\Wo^i^ ' 
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Da die Formeln (7) erhalten bleiben, so gilt dasselbe von den 
aus ihnen abgeleiteten Formeln (8) oder (III); das läßt sich natür- 
lich auch leicht direkt beweisen. Im Besonderen hat also der Mit- 
telpunkt der Strecke P^P^ auch die schiefwinkeligen Koordinaten 

^^^-% ?^L+_yj.. Da auch Gleichung (IV) aus den Formeln (7) 

abgeleitet ist, so behält auch die Gleichung der Geraden durch 
Pj und Pg dieselbe Form wie in rechtwinkeligen Koordinaten. Was 
endlich den Ausdruck für den Flächeninhalt des Dreiecks P^P^P^ 
betrifft, so geht derselbe offenbar über in: 

(19) A P^P^Pz = i {^'1^2 -^'2/1 + ^'2^3 - ^'3^2 + ^\y\ - ^\y\ ] sin/?, 

wo bezüglich des Vorzeichens natürlich dieselben Regeln gelten mit 
der Maßgabe, daß die positive ümlaufungsrichtung sich nach dem 
Sinne richtet, in dem der Radiusvektor von OX' nach OY' den posi- 
tiven Winkel ß zu durchlaufen hat. 

Die Entfernung der beiden Punkte Pj (r^, cp^ und P^ (rg, qpg) 
in Polarkoordinaten ist offenbar gegeben durch: 



(P) P^P^ = yr^^ + r,« - 2 r,r^ cos{<f>, - ,p,); 

diese Formel liefert einen neuen Beweis eines bekannten trigono- 
metrischen Satzes. 



1. Aufgabe. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes 
eines Dreiecks, von dem die Koordinaten der Ecken gegeben sind, 
als denjenigen Punkt, welcher die Strecke von jeder Ecke bis zur 
Mitte der gegenüberliegenden Seite im Verhältnis von 2 : 1 teilt. 

2. Aufgabe. Von einem Dreiecke, dessen Eckpunkte die Ko- 
ordinaten (- 56, - 36); (-28, 60); (28, 27) haben, bestimme man 
die Längen und Gleichungen der Seiten und Mitteltransversalen, den 
Schwerpunkt und den Flächeninhalt. 

3. Aufgabe. Den Ort der Punkte zu bestimmen, für welche 
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

4. Aufgabe. Es ist zu suchen der Ort der Punkte, die von 
einem festen Punkte durch Punktepaare von zwei festen Geraden 
harmonisch getrennt sind. 

Man lege die beiden festen Geraden durch den Anfangspunkt 
und bringe zum Ausdrucke, daß die beiden Verhältnisse, in welchen 
die festen Geraden die Strecke zwischen dem festen und dem Orts- 
punkte teilen, sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. (Man 
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kaun auch schiefwinkelige Koordinaten benutzen in Beziehung auf 
die beiden festen Geraden als Axen.) 

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Mittelpunkte eines 
Rechtecks, von dem eine Seite in die eine Seite eines festen Dreiecks 
fallt, während die dieser Seite gegenüberliegenden Ecken in den bei- 
den anderen Seiten des Dreiecks liegen. 

Man mache die erste Dreiecksseite zur Abscissenaxe und die 
Höhe durch die gegenüberliegende Ecke zur Ordinatenaxe. 

6. Aufgabe. Werden auf den Seiten eines Dreiecks ^i-Pg^s 
resp. deren Verlängerungen drei Punkte S^, S^, S^ in gerader 
Linie angenommen^ so besteht zwischen den Teilungsverhältnissen 
Aj = PjäSj : ÄjPg, Aj = PgSg : ÄjPj, X^ = P^S^ : S^P^ die Relation: 

^iKh = - 1 (Satz 15). 

7. Aufgabe. Versteht man unter dem Mittelpunkte der in den 
Punkten Pj, P^, Pg wirkenden Massen m^, m^, iWg den Punkt mit den 

Koordinaten: x = ^^^» "^ ^'^ "*- ^»^% ^ ^ ^iyi + ^.y. + ^.y» go ist zu 

beweisen, daß der Anfangspunkt der Mittelpunkt der in den 
Punkten Pj, P,, Pg wirkenden Dreiecksflächen OP^Pg, OPgP^, 
OP^P^ ist 

§ 5. 

Schnittpunkt und Winkel zweier Geraden; Bedingung ilires Paral- 
lelismus oder ihrer Rechtwinkeligkeit. Drei Geraden durch einen 
Punkt; Halbierungslinien der Winkel zweier Geraden. 

Die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden, 
deren Gleichungen: 

(1) A^x + P^y = Cj und 

(2) .l,x + B^= C\ 

sind, ergeben sich offenbar durch Auflösung dieser beiden Gleichungen 
nach X und y. Es ergiebt sich also: 

^^ ^ — A^B^ - A^B^ ' ^ "" Ä^B^-^A^B' ' 

Falls der gemeinsame Nenner dieser beiden Ausdrücke ver- 
schwindet, kann man setzen: A^ = XA^ und B^ = XB^\ es können 
daher x und y nur dann endlich bleiben, wenn auch C^ = XC^ 
ist Dann ist offenbar die zweite Gleichung aus der ersten durch 
Multiplikation mit dem konstanten Faktor X entstanden, jedes 
Wertsystem (a:, y), das die erste Gleichung befriedigt, genügt also 
auch der zweiten, oder die durch die beiden Gleichungen dar- 
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gestellten Geraden stimmen Punkt für Punkt überein. Im anderen 
Falle hingegen haben die beiden Geraden einen imendlich weiten 
oder keinen Schnittpunkt gemein, d. h. sie sind parallel. Sind um- 
gekehrt die beiden Geraden parallel, so muß der gemeinsame Nenner 
der Ausdrücke (I) verschwinden. Multipliciert man in diesem Falle 
die beiden Seiten der Gleichung (1) mit A, so unterscheidet sie sich 
von (2) nur in dem konstanten Gliede. Wir erhalten daher den Satz: 
16. Die notwendige und hinreichende Bedingung für den Faral- 
lelismus der beiden Geraden: 

Ä^x + B^y = (7j und yi^x + B^ = C^ 
ist: 

(II) ' A^B,-^,B, = 0. 

Ist diese Bedingung e?' füllt, so kann man Ä^ = XA^ und B^ = kB^ 
setzen^ sodaß sich die erste Gleichung nach Multiplikation mit A von 
der zweiten nur in dem konstanten Gliede unterscheidet; ist dann auch 
C^ ^ XC^, so sind die beiden Geraden identisch. 




Fig. 27. 

Haben die als positiv festgesetzten Seiten der beiden Geraden 
(1) und (2) die Amplituden y^ und y^ (Fig. 27), so ist der Winkel 
&, den die erste Gerade in positivem Sinne beschreiben muß, um 
mit der zweiten gleich gerichtet zu sein, offenbar /2~"^i- ^^^ 
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erhalten daher nach Satz 7 (S. 27) zur Bestimmung des Winkels & 
der beiden Geraden die Gleichung: 

"*■ ^ ^, 

oder: 

Also gilt der Satz: 

17. Der H'inkel &, den eine Seite der Geraden A^x + B^y = C^ 
im "positiven, Sinne beschreiben muß, um einer Seite der Geraden 
Ä^x + B^ = Cg gleich gerichtet zu werden^ ist bestimmt durch: 

Dieser Winkel & ist sowohl seiner Definition gemäß als nach 
dieser Formel nur bis auf Vielfache von 180^ bestimmt; in der That 
ist ja durch die Gleichung der Geraden an sich keine ihrer beiden 
Richtungen ausgezeichnet. * 

Hieran anknüpfend bemerken wir nun zuvörderst, daß in dem 
Ausdruck (lH) Zähler und Nenner niemals gleichzeitig verschwinden 
dürfen. Sollen anders durch die Gleichungen (1) und (2) wirkliche 
oder bestimmte Geraden dargestellt sein, so müssen wir nämlich 
annehmen, daß weder A^ und B^ noch A^ und B^ gleichzeitig ver- 
schwinden können. Verschwindet daher der Zähler von (III), so 
können wir ja setzen A^ = XA^ und B^ = IB^, folglich kann der 
Nenner 1{A^^ + ^i^ nicht gleichzeitig verschwinden. Die Betrachtung 
des Zählers liefert uns daher einen neuen Beweis für Satz 16. 
Ferner aber hat das Verschwinden des Nenners zur Folge, daß 
tgi9' = 00, also i?- = 90^ oder 270® wird; da auch das umgekehrte 
gilt, so folgt der Satz: 

18. Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Recht- 
loinkeligkeit der beiden Geraden: 

A^x + B^y = Cj und A.^x + B^ = C^ 
ist: 
(IV) A,A^ + B^B^ = Q. 

Es schließt sich hieran die Aufgabe: 

Durch einen Punkt P^ {x^, y^) die zu der Geraden: 

(4) Ax + By = C 

senkrechte Gerade zu legen (Fig. 28). 
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Besitzt die eine Seite der gesuchten Geraden die Aniplitude y^ 
so ist ihre Gleichung nach Satz 5: 

(5) [x - arj sin ;^ - (y - y^)co% / = 0, 
wo nach Satz 18 / bestimmt ist durch: 

(6) A sin y — B cos / = 0, 




Fig. 28. 

die Gleichung der gesuchten Geraden ist folglich: 

(V) {x-^x,)£-{i/-y,)A = 0- 

oder: 

(7) £x — Ai/ = Bx^ — At/^ . 

Man erhält daher für die Koordinaten des Schnittpunktes Jj der 
gegebenen und der gesuchten Geraden oder des Fußpunktes L des 
Lotes von P^ auf die Gerade (4) die Ausdrücke: 

(8) ^ = ~B^ {äC + B\ - ÄBy,), y = ^^ {BC- ABx, + A'y,). 
Die Länge des Lotes ergiebt sich folglich aus der Gleichung: 

(9) F;l' =(^ - .r,)^ + (y-y,)^ = -^^^{C- Ax, - By,)\A^ + B^, 
oder in Übereinstimmung mit Satz 9: 



(VI) 



^xL=±-j^^ 



1 



{Ax, + By, - C), 



wo sich über das Vorzeichen in dem allgemeinen Falle nur das aus- 
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sagen läßt, daß auf verschiedenen Seiten d^r Geraden (4) verschie- 
denes Vorzeichen gelten wird. 

Soll nunmehr eine Gerade gefunden werden, welche durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden (1) und (2) geht, und deren eine 
Seite die Amplitude y besitzt, so ist die Gleichung dieser Geraden 
nach Satz 5 und Formel (I): 

Diese Gleichung läßt sich auf die Form: 

(11) \[Ä^x + B,y - C) + l^{A^x + % - q,) = 

bringen, welche unmittelbar zum Ausdrucke bringt, daß das Wert- 
system (x, y), das den Gleichungen (1) und (2) genügt, auch diese 
Gleichung befriedigt. Multiplicieren wir nämlich die rechte Seite 
von (10) mit Ä^B^ — A^B^ und vergleichen das konstante Glied und 




Fig. 29. 

die Koefficienten von x und y der beiden Formen je miteinander, so 
ergeben sich als Bedingungen der Übereinstimmung die Gleichungen : 

(12) {C^B^ - C^B^)^my + {C,A, - C,A,)cosr = l,C, + X,C,, 

(13) {A^B^ - A,B,) sin y = X,A^ + l,A, , 

(14) - {A,B, - A,B,) cos y = X,B, + l,B,. 

Diese drei Gleichungen werden aber befriedigt, wenn man setzt: 

(15) Aj = A^ cos y + B^ sin y, X^ = — A^ cos y — B^ sin /. 
Nun können wir doch setzen (Fig. 29): 
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(16) A^ = ^A,^ + B.'sinr,, i^i = - V^i^ + S.'oosy,', 

(17) A, = fÄ^TB? sin n, £,= - YaTVb;^ cos y^, 

wenn wir unter y^ und y^ die Amplituden derjenigen Seiten der 
Geraden (1) und (2) verstehen, welche dem positiven Vorzeichen der 
Wurzeln entsprechen; es sind das offenbar die Amplituden der 
Radienvektoren der Punkte {A^^ , — B^) und (A^ , — B^). Nach Ein- 
setzung obiger Werte erhalten wir: 



(18) \ = y J,»'+ £^^ sin [y, - y), X, = ]/ J,'' + B.Hin (y - y,). 

Wir erhalten daher den Satz: 

1 9. Die Gleichung der Geraden, welche den Schnittpunkt der beiden 
Geraden: A^x + B^y — 0^^= und A^x + B^ — 0^== enthält ^ und 
deren eine Seite die Amplitude y besitzt, ist: 

(VII) Ä^x +B^y-C^ + X {A^x + B^- C^) = 0, 

WO }. = — ^ '^ -- : , _^ =^v- und y, und y« die Amplituden der- 

jenigen Seiten der gleich bezeichneten Geraden bedeuten, welche mit den 

Badienvektoren der Punkte (A^, — B^) und (A^, — B^) gleichgerichtet 

sind. 

Hieraus kann man zunächst die Halbierungslinien der Winkel 

der beiden Geraden bestimmen. Je nachdem nämlich eine solche 

Halbierungslinie den oben definierten Winkel der beiden Geraden 

oder dessen Nebenwinkel halbiert, wird y ^ yi^^ y^ — 7 oder 

V A ^ -{- B ^ 
= 180® + V _ y sein oder l = ± ^ , ^ - -■ Wir erhalten daher 

den Satz: 

19*. Die Gleichungen der Halbierungslinien der Winkel der beiden 
Geraden: A^x + Bj^g — (7=0 und A^x + B^ — C = sind: 

(VIII) -'^ ■'■ ^^y-^ 4. ^2^? + B^y - Og ^ Q 



1/^,2 ^/yV^ - y A^' + B 



2 



Diese Gleichungen drücken nach Formel (VI) zugleich aus, daß 
jede der Halbierungslinien der Ort der Punkte ist, welche von den 
beiden Geraden gleich weit entfernt sind. In entsprechender Weise 
bringt Gleichung (VII) zum Ausdrucke, daß die durch sie dar- 
gestellte Gerade der Ort der Punkte ist, für welche das Verhältnis 



2 

2 



V A '^ + B 

der Entfernungen von den beiden gegebenen Geraden X—z^.^^-.-..-' 

Y Ai + B^ 

ist, wie das auch geometrisch evident ist. Diese Bemerkung ist 
wichtig für den Fall, daß A^B^ — A^B^= ist, die beiden Geraden 
also parallel sind; denn auch in diesem Falle stellt ja Gleichung (VII) 
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für alle möglichen Werte von X alle den beiden Geraden parallelen 
Geraden dar. Unter diesen ist auch die Gerade, die von den beiden 

Geraden gleichweit entfernt ist, für sie ist also ^l/-^*, — jh = ± 1- 

Da hierbei Gleichung (VII) eine der beiden Formen (VIII) annimmt, 
so sieht man, daß das obere oder untere Vorzeichen gelten wird, 
je nachdem A^ und A^ und folglich auch B^ und B^ dasselbe 
Zeichen haben oder nicht Hieraus geht hervor, daß X für die 
zwischen den beiden parallelen Geraden liegenden Geraden positiv 
oder negativ sein wird, je nachdem A-^ und A^ dasselbe Zeichen 
haben oder nicht. 

Durchschneiden wir alle in der Form (VII) dargestellten Ge- 
raden durch irgend eine Gerade: 

(19) Ax + By= C, 

so erhalten wir für die Koordinaten ihres Schnittpunktes mit irgend 
einer der Geraden (VII) die Ausdrücke: 



(20) 



X = 



C{B, +IB^)-B(C^ +za) 
A{B^ -hlB^)- B(G^ +XC^) 



I/ = 



c(A, -^XÄ^)- A{c, + ;ia,) 



\ 



\ 



\^^j 




B {A^ + lA^) - A{B^+ XB^) 

Setzt man daher: 

und bezeichnen x^,i/^ resp. 
^2' ^2 ^^® Koordinaten der 
Schnittpunkte der Geraden 
(19) mit der Geraden (1) 
resp. (2), so gehen diese Aus- 
drücke über in (Fig. 30): 



(22) 



X = 



y = 



1 +iU 

1 +i" 



Fig. m. 



Es bedeutet demnach die 
Größe l direkt das Tei- 
lungsverhältnis, in welchem die Gerade (VII) die Strecke P^Pgder 
Geraden (19) teilt, wenn: 

(23) A:B= A^ - A- ^2 - A- 

In jedem Falle schneiden zwei in der Form (VII) enthaltene 
Geraden, für welche die zugehörigen Werte von X sich nur durch 
das Vorzeichen unterscheiden, die Gerade (19) in zwei Punkten, 
welche durch P^ und P^ harmonisch getrennt sind. Man nennt 
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daher zwei solche Geraden durch (1) und (2) harmonisch getrennt; 
sind y und / ihre Amplituden, so ist nach Satz 19: 

(24) sin (/ - y^) : sin {y^ - r) : = sin {y'-y{) : sin {/ - y^). 

Zwei Paare harmonischer Strahlen werden also von jeder Geraden 
in zwei Paaren harmonischer Punkte geschnitten. 

Wir können nunmehr leicht die Bedingung dafür aufstellen, 
daß eine Gerade: 

(25) A,x + B^^C, 

durch den Schnittpunkt der beiden Geraden (1) und (2) geht Wir 
brauchen nur die Ausdrücke (I) für x und y in diese Gleichung 
einzusetzen. Andererseits muß es nach Satz 19 möglich sein, die 
Größen X^ und k^ so zu bestimmen, daß; 

(26) ^3=A,^i+V2. *3=^lA+^2^2. ^3=^.1^1+^2^2 

werden. Wir können daher den Satz aussprechen: 

20. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
drei Geraden: 

A^x + B^y = 6;, A^x + % = Gj, A^x + B^ = C^ 

durch einen Punkt laufen, ist: 

(IX) A,{C,£,- C,B,) + B, {A,C,- A,C,) + C,(B,J,- B,A,) = 0; 
dann lassen sich die Größen k^ und k^ so bestimmen, daß: 

(X) A^= l^A^+ l^A^, i?3= Aj^iH- A^fig, ^'3=^101+^2^2, 

und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, gehen die drei Geraden durch 
einen Punkt, 

In der That zeigt eine leichte Ausrechnung, daß die Be- 
dingung (IX) bei Einsetzung der Ausdrücke (X) für A^, B^, C^ bei 
allen Werten von l^ und 7^ erfüllt ist, ebenso wie die Elimination von 
Aj und ^2 aus den drei Gleichungen (X) die Bedingung (IX) liefert. 
Aus der Möglichkeit, die Gleichungen (X) durch passende Werte 
von Aj und X^ zu erfüllen, läßt sich in vielen Fällen besonders bequem 
erkennen, daß drei Geraden durch einen Punkt laufen. 

Was die Umsetzung unserer Entwickelungen in ein schief- 
winkeliges Koordinatensystem betrifft, so ist zunächst leicht 
zu sehen, daß die Formeln (I), (II), (VH), (IX), (X), (20), (21) und (22) 
in derselben Bedeutung bestehen bleiben, wenn x und y schief- 
winkelige Parallelkoordinaten bedeuten. Soll der Winkel ß^ der 
beiden Geraden gefunden werden, deren Gleichungen in schief- 
winkeligen Parallelkoordinaten: 

(27) A^x + B^y' = C;, ^2 V + B^y = C^, 
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sind, 80 wird man diese Gleichungen wieder nach den Formeln (17) 
in § 3, nämlich: 

(28) x'=a:-ycot/9, y'=-^, 

in solche für die rechtwinkeligen Koordinaten x, y umsetzen, näm- 
lich in: 

(29) 4':r+(^-^/cot/9)y=q', ^;^+(-|__^;cot/S)y=^;. 
Es wird daher nach Formel (III): 

Vergleichen wir diese Formel mit der Formel (III) selbst, so 
leuchtet ein, daß man sich bei allen Untersuchungen, bei denen die 
Winkel von nicht den Koordinatenaxen parallelen Geraden in Betracht 
kommen, besser eines rechtwinkeligen Koordinatensystems bedienen 
wird. 

1. Aufgabe. Man bestimme die Eckpunkte des Dreiecks, 
dessen Seiten die Gleichungen haben: 

3ar + y = 5, X — 5y = 23, 7ar — 3y = 1, 

und bestimme den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises als Durch- 
schnittspunkt der Lote in den Mitten der Seiten. 

2. Aufgabe. Man bestimme den Höhenschnittpunkt des Dreiecks, 
dessen Eckpunkte die Koordinaten (—3, —11), (6, 1), ( — 10, 13) haben. 

3. Aufgabe. Wenn die Koordinaten der Eckpunkte eines Drei- 
ecks gegeben sind, so bestimme man die Gleichungen der Mittel- 
transversalen und beweise, daß sich dieselben in einem Punkte 
schneiden. 

4. Aufgabe. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks 
in der Hesse'schen Normalform gegeben sind, sö bestimme man die 
Gleichungen der Winkelhalbierenden und beweise, daß dieselben zu 
je dreien durch vier Punkte gehen. 

5. Aufgabe. Die Gleichungen der beiden Geraden zu finden, 
welche durch den Punkt (3, — 5) gehen und die Gerade: 7:r + 2y = 4 
unter einem Winkel von 45® schneiden. 

6. Aufgabe. Es sind die Koordinaten desjenigen Punktes P 
zu bestimmen, dessen Verbindungslinien mit zwei gegebenen Punkten 
Pj und Pg ^^^ ^^'' Verbindungslinie dieser zwei gegebene Winkel: 
«,= ^{P^-P^. P^n ^3 = 4^ (^2^^ ^2^i) bilden (Satz 5). 

7. Aufgabe. Werden auf den Seiten eines Dreiecks PjPgP^ resp. 
deren Verlängerungen drei Punkte S^, S^, S^ in gerader Linie an- 
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genommen, so gehen die Verbindungslinien von P^, P^j F^ mit den 
vierten harmonischen Punkten von S^, S^, S^ in Bezug auf die End- 
punkte ihrer Seiten durch einen Punkt (vergl. Aufg. 6 in § 4). 

8. Aufgabe. Kennt man von einem Dreiecke zwei Seiten und 
den von ihnen eingeschlossenen Winkel, so berechne man in dem 
von diesen beiden Seiten gebildeten schiefwinkeligen Systeme die 
Koordinaten der merkwürdigen Punkte des Dreiecks (Schwerpunkt, 
Höhenschnittpunkt, Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und des 
Kreises durch die Mitten der Seiten, s. 1. Aufg.); man beweise, daß 
diese vier Punkte in einer Geraden liegen, und daß die beiden Kreis- 
mittelpunkte durch die beiden anderen Punkte harmonisch getrennt 
sind. 

§6- 
Die Gleichung des Kreises, Sciinittpunlite einer Geraden mit einem 
Kreise, Gleicliung der Tangente eines Kreises und der Poiare. 

Sclinittpunicte zweier Kreise. 

Wenn wir nunmehr auch den Kreis einer analytischen Be- 
handlung unterziehen wollen, so ist es oflFenbar nur eine andere Art 




Fig. 31, 

den Satz 10 in § 4 auszusprechen, wenn wir den Satz aufstellen 
(Fig. 31); 

21. J)ie Gleichung des Kreises mit dem Radius a, dessen Mittel- 
punkt M die Koordinaten l, m hat, ist: 

Schub, Analytische Geometrie. 4 
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(I) (x - l? + {y- mf -0^ = % 

d. h. die Koordinaten x, y aller Punkte P des Kreises genügen dieser 
Gleichung, und es liegen umgekehrt alle Punkte P, deren Koordinaten 
dieser Gleichung genügen^ auf dem beschriebenen Kreise, 

Lösen wir die Elammem in Gleichung (I) auf, so geht dieselbe 
über in: 

(1) x^ + y^-2lx- 2my + P + m^ -- a^ = 0, 

welcher wir durch Multiplikation mit einer Konstanten A die Form 
geben können: 

(2) A(x^ + y^ + 2Dx + 2Ey + F^{). 

Wir bemerken zuerst, daß diese Gleichung bei Verschiebung 
und Drehung der Koordinatenaxen ihre Form nicht ändert, wenn 
man also setzt (Satz 4): 

(3) X = p + x cos y— y sin /, y ^ q •\- x sin y •\' y' cos y. 
Bei dieser Substitution geht nämlich Gleichung (2) über in: 

iA[x^ + y 2) + 2z ((^7? + i>)cos;' + {Aq + ^sin y) 

(4) j + 2y (- [Ap + I))w^y + {Aq + ^)cos;/) + A{f^ + q') 
\ +2Bp + 2Eq + F=0. 

Für y' = geht diese Gleichung zugleich in die quadratische 
Gleichung für die beiden Abstände x des Punktes (/?, q) von den 
gemeinsamen Punkten der Geraden durch (/?, q) (für die Amplitude y) 
mit dem durch (2) dargestellten Orte über, nämlich in: 

Ax^ + 2x {{Ap + i))cos/ + Aq + E)miy) + A{p^ + q^ 
+ 2Dp + 2Eq + F=0. 

Soll daher dieser Ort ein Kreis mit dem Mittelpunkte (p, q) 
sein, so dürfen sich die beiden W.urzeln dieser Gleichung für jeden 
Wert von y nur durch das Vorzeichen unterscheiden, oder der 
Koeffizient von 2x muß für jeden Wert von y verschwinden; hieraus 
folgt für / = resp. 90«: 

Setzen wir diese. Werte in (3) und (4) ein und zugleich ^^ = 0, 
so geht Gleichung (4) nach Division durch A in: 

(') r + -xj + (^ + TJ =• 1^ 

über, welche nach Auflösung der Klammern und Multiplikation mit 
A offenbar mit (2) identisch wird. Durch Gleichung (2) ist folglich 



(5) 



Oleiohtmg des Kreises. 51 



nach Satz 21 ein Kreis mit dem Mittelpunkte [ — —f — ^j und 

dem EÄdius \^ I)^~+1J^-^^^F äRTgesieüt, sobald 2)^+ E^>AF ist. 

Ist JD^ + E^ < AF, so kann offenbar Gleichung (7), also auch Glei- 
chung (2) durch kein reelles Wertsystem von x und y befriedigt 
werden, weil die Summe von Quadraten reeller Größen niemals 
negativ werden kann. Da eine solche Summe aber auch nur dann 
verschwinden kann, wenn die einzelnen Summanden verschwinden, 
so kann Gleichung (7) oder (2) in dem Falle, daß 1)^+ E^= AF ist, 

nur dann befriedigt sein, wenn x = y y= 2"' ^^^ Kreis 

A ja. 

zieht sich also dann auf seinen Mittelpunkt zusammen. Wir be- 
merken noch, daß Gleichung (2) für den Fall A = 0, der ja hier 
ausgeschlossen ist, aber in den Anwendungen doch eintreten kann, 
eine Gerade darstellt Wir erhalten so das Resultat: 

22. Die Gleichumj: 
(11) A[x^ + y^) + 2Dx + 2Ey + i^= 

stellt einen Kreis mit dem Mittelpunkte ( —j y] und dem Radius 

-T V B^ + E^ — AF dar, der nur dann reell und von einem Punkte ver- 

schieden ist, wenn D^ + E^ ^ AF ist. 

Gleichung (5) führt uns, wie schon erwähnt wurde, zur Lösung 
der Aufgabe, die Schnittpunkte des Kreises (I) mit der Ge- 
raden (Fig. 32): 

(8) X cos ^ -|- y sin ^ = d 

zu bestimmen. Wir haben dann nämlich zu setzen (vgl. auch S. 25): 
p = dcosS, q = dsmS, 008/= sin^, sin/= — cosJ, A=l, D^ —l, 
E = — m, F =^ P + m^— a^ und erhalten die Koordinaten der ge- 
suchten Schnittpunkte in der Form: 

(9) X = d cos S + usinS, i/ = dsinS — u cos S, 
wenn u eine Wurzel der quadratischen Gleichung: 

(10) M*— 2M(Zsin^— mcosS) = a^— P— m^— d^-\- 2d'(Zcos J+?nsin5). 
Hieraus folgt: 

M = Z sin J — m cos 8 ■\z^ cfi — {d — l cos ö ^ m sin ö)^. 

Hiemach erhält man schließlich die folgenden Formeln 
flir die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der Ge- 
raden (8) mit dem Kreise (I): 

4* 
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(in) 



x = l+{d— lcosS—msmS)co8d±ya^—{d^icosd — msindfBiiiS 



i/ = m + {d—lcoBS—msinS)smS^^a^'-{d^lcosd—m9mdycoBS, 

wo für den einen Schnittpunkt die oberen, für den anderen die 
unteren Vorzeichen gelten. Diese Schnitti)unkte werden also reell sein, 
sobald a^ > {d—l cos S—m sin S)^, d.h. sobald der Radius des Kreises 




Fig. 32. 

größer ist als der Abstand seines Mittelpunktes von der schneidenden 
Geraden (Satz 9). Ist der Eadius gleich diesem Abstände, ist also: 

(11) a* = (rf — /cos ^ — m sin S)^, 

so fallen die beiden Schnittpunkte zusammen, d. h. die Gerade (8) 
wird Tangente des Kreises sein, und umgekehrt; hierin liegt ein 
bekannter planimetrischer Satz. Da dann der Berührungspunkt die 
Koordinaten: 

(12) x^=l+{d—lcos8'-msmS)cosS, i/^ = m + {d—lcosS—msmS)smS 

hat, und die Gleichung der Geraden (8) auch in der Form: 

(13) {x — /) cos J + (y — w) sin 5 = fl? — / cos ^ — m sin ^ 

geschrieben werden kann,'so können wir der^Gleichung der Tangente 
nach Multiplikation mit (c? — /cos J — mcos J) die Form geben: 

(14) (^-/)(^i-0 + (y-'w)(yi-^) = «'> 

welche neben den Konstanten des Kreises nur noch die Koordinaten 
des Berührungspunktes enthält. 
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Wir erhalten dieselbe Form auf kürzerem Wege und zugleich 
die geometrische Bedeutung dieser Gleichung in dem Falle, daß der 
Punkt Pj (oTj, y^) nicht auf dem Kreise liegt, wenn wir die schnei- 
dende Gerade als Verbindungslinie von P^ mit irgend einem ihrer 
Punkte P [x, y) auffassen. Dann hat nach Satz 11 jeder andere 

Punkt der Geraden die Koordinaten: ?L+^, ?t±_^y (Fig. 33); soll 




(16) 



Fig. 33. 

ein solcher Punkt dem Kreise angehören, so erhalten wir für X die 
Gleichung: 

C^^) (^-')'+("iT^ -■")'---«. 

oder wenn wir nach Potenzen von A, ordnen: 

fi2{(,-«/)2^.(y_^)a_«2| + 2A{(:r-/)(a:,-/) + (y--m)(y,-m)-a2} 

+ (^i-/)H(yi-rn)^-«'=0. 

Liegt daher Pj auf dem Kreise, verschwindet also das kon- 
stante Glied dieser quadratischen Gleichung für A, so ist eine Wurzel 
derselben, wie das geometrisch evident ist, A = 0. Soll auch die 
zweite Wurzel verschwinden, so muß auch; 

(17) (x--l){x^-~l) + {y-^m)[y,^m)-a^^O 

sein, d.i. aber die schon oben erhaltene Gleichung der Tangente inP,, 
da ja X, y die Koordinaten irgend eines Punktes der schneidenden 
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Geraden sein sollen. Verschwindet nun aber nur dieser Koefticient 
von 2Xy ohne daß auch zugleich das konstante Glied verschwindet, 
ohne daß also P^ auf dem Kreise liegt, so hat die quadratische 
Gleichung für X offenbar zwei Wurzeln, die sich nur durch das Vor- 
zeichen unterscheiden, die beiden zugehörigen Schnittpunkte von P^P 
mit dem Kreise sind also durch P^ und P harmonisch getrennt (vergl. 
S. 34). 

Suchen wir also auf jeder durch P^ gehenden Sehne des Kreises 
den Punkt P, welcher von P^ durch die Endpunkte der Sehne har- 
monisch getrennt ist, so erfüllen alle diese Punkte die Gerade (17), 
welche die Polare des Poles P^ für den Kreis (I) genannt wird. 
Wir erhalten daher den Satz: 

23. Die Gleichung der Tangente des Kreises [x — lf-\- [y — m)*= a^ 
in seinem Punkte P^ ist: 

(IV) (x-l){x^-l) + {^-m)i^^-m) = a»; 

liegt Pj nicht auf dem Kreise, so stellt diese Gleichung den Ort der 
Punkte dar, welche von Pj durch die Endpunkte der, Pj enthaltenden 
Sehnen des Kreises harmonisch getrennt sind, d. i, die sogenannte Polare 
des Poles P^ für den Kreis. 

Diese Polare von P^ enthält offenbar die Berührungspunkte 
etwaiger Tangenten, die von Pj an den Kreis gelegt werden können. 
Soll nämlich die Gerade P^P Tangente sein, so muß die quadra- 
tische Gleichung (16) für A eine Doppelwurzel haben, d. h. es muß 
sein: 

((^ - l? + (y - rnf - a^) {{x, - If + {y, - mf - a^) 
- ({x-l){x, -l) + {g- m){y, - m) - a^f = 0. 

Dies liefert also eine Bedingung, welcher die Koordinaten x, y 
des Punktes P für einen gegebenen Punkt P^ genügen müssen, falls 
P^P eine Tangente des Kreises sein soll. Ist daher P im besonderen 
ein Berührungspunkt, verschwindet also der erste Faktor des Mi- 
nuenden in Gleichung (18), so geht diese Bedingung gerade in 
Gleichung (IV) über. Setzen wir: 

(19) (^^_/)«+(y^_„)2=^^2^ 

80 ist offenbar, falls die Polare von P^ mit der Geraden (8) zu- 
sammenfällt: 

IoTj — / = ± ^1 cos J, y^ — wi = ± «j sin S, 
d ^ l cos ^ — m sin # = + — > 
wo die oberen resp. unteren Vorzeichen gleichzeitig gelten. Wir er- 



(18) 
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halten daher nach (III) für die Berührungspunkte der beiden von P^ 
ausgehenden Tangenten die folgenden Koordinaten: 



(21) 









Die Gleichungen der beiden Tangenten lauten demnach: 

(22) ) i/'~^_' 2 

I -ei^±i^-" ((a:-Z)(y,-m)-(y-m)(:r,-/)) = 0. 

Multipliziert man die linken Seiten dieser beiden Gleichungen, so 
folgt: 

a^ ({X - l){x^ - /) + (y - m)(j/, - m)y 

(23) I -2a'e^'>{{x-l){x^-l) + {y-m){t/,-m)) 

+ a\* - («1» - a») ((;r _ /) (y^ - «i) - (y - m){x, -/))» = 0, 
oder: 

e,'{(x - l) {X, -l) + (y-m){y,-m)- a^)» + a^e^^(e,* - a^ 

- {e,^-a*} ({x - l)\x, - /)« + (y - mf{y, - m)» +(^- /)^(yi -»») 

+ (y-m)3(xi-/)«) = 0, 

woraus nach Division durch — e^^ gerade Gleichung (18) entsteht. 
Wir sehen also, daß diese Gleichung ihrer geometrischen Bedeutung 
entsprechend das Produkt der linken Seiten der Gleichungen der 
von Pj an den Kreis zu legenden Tangenten darstellt; dieselben 
sind natürlich nur dann reell, v^enn e^^ ^ a, P^ also außerhalb des 
Kreises liegt. Soll die Länge der Tangenten von P^ an den Kreis 
bestimmt werden, so findet man nach (21): 



2 



(24) 



:r — Ä\ = - 



---T^ ( - V«l'- «^(^1 - ^).± «(J'. - '»)) . 



y-yi = ~T^ ( + a(xj - /) - |/ej2_ a3(y^ _,„-,-) ^ 

also: 

(25) (x ^x^f + (y - y,f = .,2 _ «2 _ (:r, - If + [y^ - mf^ dK 

Hierin liegt ein bekannter geometrischer Satz, und wir finden zu- 
gleich, daß die linke Seite der Kreisgleichung (I) das Quadrat der 
Länge der von dem Punkte (ar, y) an den Kreis zu legenden Tan- 
genten bedeutet. Wir können diese Interpretation verallgemeinern 
auf Grund der Gleichung: 

(26) u^ - 2m ((otj - /) cos / + (^1 - m) sin y) + {x^ - Vf + {y^ - mf - a^ ^ 0, 
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in welcher u die Entfernuug des Punktes F^ von einem der Schnitt- 
punkte der unter der Amplitude y durch P^ gezogenen Geraden mit 
dem Kreise ist Das Produkt dieser beiden Entfernungen ist dem- 
nach für jeden Wert von y : (^Pj — /)* + (^j — m)* — a*. ^ Us bedeutet 
daher die linke Seite der Kreis<fleichung (I) das für den Punkt P (x, y) 
konstante Produkt seiner Abstände von den beiden Schnittpunkten des 
Kreises mit jeder Geraden durch P, d, h. die sogenannte Potenz des 
Punktes P für den Kreix, 




Fig. 34. 

Diese Bemerkung ist wichtig, wenn wir die Aufgabe lösen wollen, 
die Schnittpunkte der beiden Kreise (Fig. 34): 

(27) (x^l,f + {y- m,Y = a,^, {x - 1,^ + (3/ - m,f = a,^ 

zu finden. Dieselben liegen sicher auch auf jedem der Kreise: 

(28) (x-l,Y + {l/-m,)^ - a,^ + ^ ((^ - ^2? + Cv " m,Y^a,^) = 0, 
welchen man definieren kann als Ort der Punkte, für die das Ver- 
hältnis der Potenzen in Beziehung auf die beiden Kreise den 
konstanten Wert — X hat. Denn dieser Ort ist hiernach ein 

Kreis mit dem Mittelpunkte (- — p, — — r^j und dem Radius: 

y(;/7Tröii~+^^r^Ü^^^^ 



1 + A 



^ Sind nämlich u und u" die Wurzeln der Gleichung 
tt' — 2a«* + D = 0, so iBt: u^ — 2au + b [u — u'){u—u"), also: u''U" — 6. 
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Für A, = — 1 geht dieser Kreis in die Gerade: 

(29) x{l, - l,) + yK - ^2) = W + < - < - ^2' - < + O 
über, welche Potenzlinie der Kreisschar heißt, weil jeder Punkt 
derselben für jeden dieser Kreise dieselbe Potenz hat. Unsere Aufgabe 
ist daher auf die schon erledigte zurückgeführt, diese Potenzlinie mit 
einem der Kreise (28) zu schneiden, als welchen man der Symmetrie 
wegen denjenigen für A = 1 wählen wird. Das Verschwinden der 
Wurzelgröße in den Formeln (IH) liefert dann die folgende bekannte 
Bedingung der Berührung der Kreise (27): 

(30) (/, - /,)» + {m, - m,f = (a, ± a,)\ 

WO das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem sich die Kreise 
von außen oder von innen berühren* 

Die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten erhalten 
wir aus Formel (!**) in § 4 auf S. 39 sofort in der Form: 

(I») r2 + ^2 - 2brcos{(p - /9) = a^ 

wenn b und ß den Radiusvektor und die Amplitude des Mittel- 
punktes bedeuten; sie wird nicht selten mit Vorteil angewendet. 
Die Gleichung des Kreises in schiefwinkeligen Koordinaten, die aus 
Formel (I*) in § 4 folgt, findet kaum Anwendung. 



1. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, für welche das 
Verhältnis der Entfernungen von zwei festen Punkten konstant ist 

2. Aufgabe. Man suche den Ort der Punkte, für welche die 
Summe der Quadrate der Entfernungen von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

3. Aufgabe. Man suche den Ort der Spitze eines Dreiecks, 
von dem gegeben ist die Grundlinie und der Winkel an der Spitze 
(Kreis durch drei Punkte). 

4. Aufgabe. Man bestimme die Durchschnittspunkte des Kreises : 

64ar2 ^ 64^2 __ 272a: + 128y - 272 = 

mit der Geraden: 3a: — 4y = 1. 

5. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Tangente an 

den Kreis: 

a:2 + y2__ 4^_ 6^/ ^ 3 ^ 
im Punkte (5, 4). 

6.Aufgabe. Man suche die Berührungspunkte und die Gleichungen 
der Tangenten vom Punkte (6, 3) an denselben Kreis. 

7. Aufgabe. Man suche den Ort der Mittelpunkte der durch 
einen festen Punkt laufenden Sehnen eines Kreises (Polarkoordinaten 
mit dem festen Punkte als Pol). 
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8. Aufgabe. Man ordne jedem Punkte F (r, q>) denjenigen Punkt 
(r, (p) zu, für welchen r*r = p^, yfo p konstant ist (Transformation 
nach dem Prinzipe der reciproken Eadien), und beweise, daß hierbei 
jede Gex'ade in einen Kreis und jeder Kreis wieder in einen Kreis 
übergeht, daß ferner die zwei Geraden entsprechenden Kreise sich 
unter demselben Winkel schneiden wie diese, wobei der Winkel der 
Kreise durch den ihrer Tangenten gemessen wird. 

9. Aufgabe. Es ist zu beweisen, daß die drei Potenzlinien 
dreier Kreise durch einen Punkt laufen. 



§7. 

Die Gleichungen der Kegelschnitte bezogen auf ihrd Hauptaxen. 

Wir haben in der Einleitung die Gleichung der ebenen Schnitte 
eines geraden Kegels in folgender Form erhalten (S. 2 u. 3): 

(1) y^=2px^:^x^, 

wodurch für das obere Vorzeichen eine sogenannte Ellipse, für das 
untere ein Hyperbel, für a = co endlich eine Parabel dargestellt 
ist. Obgleich die stereometrische Bedeutung der Koordinatenaxen 
in der Einleitung schon erläutert wurde, so behalten wir uns doch ein 
weiteres Eingehen hierauf für die ßaumgeometrie vor (Satz 69 in § 22). 
Hier wird es unsere Aufgabe sein, die verschiedenen Gleichungsformen 
der Kegelschnitte und ihren Zusammenhang zu studieren und hieraus 
die geometrischen Eigenschaften *der Kegelschnitte herzuleiten. Wie 
man von den durch die Gleichungen (1) dargestellten Linien beliebig 
viel Punkte mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, haben wir ja 
in der Einleitung gesehen, es werden sich aber noch einfachere der- 
artige Konstruktionen ergeben. 

um die allgemeinste Gleichungsform zu erhalten, aus der 
die Gleichungen (1) hervorgehen können, werden wir diese offenbar 
nach Multiplikation mit einer Konstanten irgend einer Koordinaten- 
transformation zu unterwerfen haben. Damit sich aber diese Auf- 
gabe nicht von vornherein zu kompliziert gestalte, wollen wir uns 
hierbei zuerst auf eine Parallelverschiebung beschränken. Bei Aus- 
führung einer solchen nehmen die Gleichungen (1) offenbar die fol- 
gende allgemeinere Form an: 

(I) jtx'^ + %2 ^ 2nx + 2Ey + i'= 0, 

und es ist klar, daß die Gleichungen (1) nur besondere Fälle dieser 
Gleichung sind. 
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Ehe wir an die Entscheidung der Frage gehen, ob Gleichung (I) 
durch Division mit einer Konstanten und durch Parallelverschiebung 
des Koordinatensystems stets in eine der Formen (1) übergeführt 
werden könne, wollen wir Gleichung (I) direkt einer analogen Unter- 
suchung unterziehen, wie im vorigen Paragraphen die Gleichung des 
Kreises. Wir wollen also die durch Gleichung (I) etwa dargestellte 
Linie zuerst mit einer Geraden zum Durchschnitt bringen. Enthält 
die Gerade den Punkt (/, m) (Fig. 35) und schließt mit der Abscissen- 




1.1 ^^m^ \lfy^^^o 



Jx^ß:^0 



Fig. 35 . 

axe die Amplitude y ein, so erhalten wir für den Abstand u eines 
ihrer Schnittpunkte {x = l + u co^y, y = m + usiny) vom Punkte 
(/, m) offenbar die quadratische Gleichung: 

(2) {A cos2 y + B sin2 y)u^ + 2 {{AI + D) cos y -^ {Bm + E) sin y] u 

+ AP + Bm^ + 2i)Z + 2 Em + i^ = 0. 

Da hiernach jede Gerade i. A. zwei Punkte mit der Linie 
gemeinsam hat, so wollen wir die durch Gleichung (I) dargestellte 
Linie vorläufig eine quadratische Linie nennen. Die beiden 
Schnittpunkte können natürlich auch imaginär sein, sie können aber 
auch zusammenfallen; in letzterem Falle heißt die Gerade Tan- 
gente der quadratischen Linie, der Punkt, in den die beiden Schnitt- 
punkte hineinfallen, ihr Berührungspunkt. Soll der Punkt (/, m) 
dieser Berührungspunkt sein, so muß die quadratische Gleichung (2) 
die Doppelwurzel m = haben, d. h. es muß: 
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(3) AP + Bm^ + 2DI +2Em + F=0 
und: 

(4) {AI + D)co3r + (Bm + E)%my = 

sein. Hier drückt die erste Gleichung natürlich nur aus, daß der 
Punkt (/, m) überhaupt der quadratischen Linie angehört, während 
die zweite Gleichung denjenigen Wert der Amplitude y kennen lehrt, 
für welchen die schneidende Gerade in die Tangente übergeht 
Setzen wir diesen Wert von cos;': sin;' in die Gleichung: 

(5) (ar — /) sin ;' — (y — wi) cos ;' = 

der Geraden ein, so erhalten wir als Gleichung der Tangente im 
Punkte (/, m)i 

(6) {x - l){Äl+I)) + (y - m){Bm + ^ = 

oder auf Grund von Gleichung (3): 

(II) {AI + D)x + {Bm + E)y + DI+ Em + F^O. 

Wir erhalten so den Satz: 

24. Bie Gleichung der Tangente an die quadratische Linie: 

(I) Ax^ + By^ + 2Bx + 2Ey + /'= 
im Punkte (x^, y^ ist: 

(II) {Ax^ + B)x + {By^ + B)y + Bx^ + By, + F= 0. 

Falls der Punkt (/, m) nicht der Gleichung (3) genügt, wohl aber 
noch der Gleichung (4), die quadratische Gleichung (2) für den Ab- 
stand u der beiden Schnittpunkte also zwei entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln besitzt, so liegt (/, m) in der Mitte zwischen den beiden 
Schnittpunkten, oder er ist der Mittelpunkt der durch ihn unter der 
Amplitude / gezogenen Sehne der quadratischen Linie. Deshalb 
stellt Gleichung (4) oder, wenn wir darin /, m durch die Koordinaten 
X, y eines veränderlichen Punktes ersetzen, die Gleichung: 

(7) Ax cos y + Bymiy + B cos ^^ + ^sin / = 

den Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen der quadratischen Linie 
dar. Dieser Ort ist also eine gerade Linie und wird ein Durch- 
messer der quadratischen Linie genannt. Ist der Punkt (x^, y^ 
der quadratischen Linie ein solcher, daß seine Tangente (II) mit der 
Abscissenaxe den Winkel y bildet, ist also —{Ax^ + B):By^ + B 
= tgy, 80 liegt auch dieser Punkt auf dem Durchmesser (7); dieser 
enthält folglich zugleich auch die Berührungspunkte derjenigen 
Tangenten der quadratischen Linie, welche unter der Amplitude y 
gezogen werden können. Wir finden hier eine bekannte Eigenschaft 
des Kreises wieder, wonach der Ort der Mittelpunkte paralleler 
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Sehnen eines solchen ein auf den Sehneu senkrechter Durchmesser 
ist; für Ä = B stellt in der That Gleichung (I) einen Kreis dar, und 
es stehen die beiden Geraden (5) und (7) nach Satz 18 aufeinander 
senkrecht. 

Geben wir der Amplitude y in der Gleichung (7) oder der mit 
ihr gleichbedeutenden Gleichung: 

(8) Ax + D + {By + E)tgr = 

des Durchmessers alle möglichen Werte, so erhalten wir eine Schar 
von Durchmessern, die sämtlich den Schnittpunkt der beiden beson- 
deren Durchmesser: 

(9) Ax + D = und £t/+ ß==0 

enthalten, welche für y =* und y = 90^ entstehen. Es stehen 
hiemach diese beiden Durchmesser auf den Sehnen, deren Mittel- 
punkte sie enthalten, senkrecht, d. h. sie sind Symmetrie- oder 
Hauptaxen der quadratischen Linie. Von diesen beiden Axen kann 
allerdings die eine fortfallen, wenn entweder A oder 5 = ist (von 
dem Falle, daß A und B verschwinden, können wir offenbar ab- 
sehen, weü dann durch Gleichung (I) eine gerade Linie dargestellt 
ist). Falls B oder J == ist, so sind offenbar die Durchmesser (7) 
entweder sämtlich der Ordinaten- oder sämtlich der Abscissenaxe 
parallel. Sind aber A und B von Null verschieden, so schneiden 
sich die beiden Axen in dem Punkte: 

(10) /=_^, ^=_|, 

welcher der Mittelpunkt der quadratischen Linie genannt wird; 
Gleichung (2) lehrt in der That, daß er der Mittelpunkt jeder ihn 
enthaltenden Sehne ist. Wir können so den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

25. Der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen der quadratischen 
Linie (!) ist eine gerade Linie, welche Durchmesser der quadratischen 
Linie genannt wird und zugleich die Berührungspunkte der den Sehnen 
parallelen Tangenten von (I) enthält Alle diese Durchmesser gehen ent- 
weder j wenn A und B von Null verschieden sind, durch denselben Punkt 

( — Z' «)' ^^^ sogenannten Mittelpunkt der Linie, oder sie sind 

einander parallel ^ wenn A oder B ^ ist Im ersten Falle liegt die 

Linie symmetrisch zu den beiden Hauptaxen Ax + D=iO und By + E^O, 

im zweiten Falle nur zu einer dieser Axen, je nachdem B oder A = ist 

Machen wir im ersten Falle die beiden Symmetrieaxen zu 
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Koordinatenaxen oder verschieben den Anfangspunkt nach dem 
Mittelpunkte, setzen also: 

(11) ^ = ^ --x> y = y --ß' 

so geht Gleichung (I) über in: 

(12) Ax'^ + By'^ = -^, 

wo: 

(13) 8= AE^ + BB^ - ABF, 

deren Form die neuen Koordinatenaxen unmittelbar als Symme- 
trieaxen erkennen läßt, weil jedem Werte der Äbscisse resp. Ordinate 
zwei entgegengesetzt gleiche Werte der Ordinate resp. Äbscisse 
entsprechen. 

Wollen wir hiernach die durch Gleichungen von der Form (12) 
dargestellten Linien ermitteln, so gewährt zunächst der Fall 5 = 
geringes Interesse. Sind dann nämlich zuerst A und B von dem- 
selben Zeichen, so kann Gleichung (12) nur für ar' = 0, y' = oder 

DE 
Gleichung (I) nur für a:= — — , y= — — erfüllt sein. Sind zwei- 
tens A und B von verschiedenem Zeichen, ist also — AB positiv, 
so kann man Gleichung (12) auch in der Form: 



(13) [Ax' + ^f^^^ÄBy)[Ax' -^^^ABy') = 

schreiben, sie ist daher durch die Koordinaten der Punkte zweier 
gerader Linien erfüllt. Wir können also sagen, daß Gleichung (I) 
für 5=0 zwei gerade Linien darstellt, die auch imaginär sein 
können. Dasselbe gilt nämhch auch in dem zweiten Falle, daß 
A oder 5 = ist. Denn soll z. B. für ^ = auch 5=0 sein, so 
muß auch B verschwinden, so daß Gleichung (I) die Form: 

(14) By^ + 2Ey + F^O 

annimmt; hierdurch sind aber die beiden zur Äbscissenaxe paral- 
lelen Geraden. 

(15) y=^^[-E±\W-BF\ 

dargestellt, welche auch imaginär werden können. Wir werden daher 
des Weiteren voraussetzen können, daß 8 von Null verschieden sei. 
Unter dieser Voraussetzung untersuchen wir zuerst den Unterfall : 
1*. A und B von demselben Vorzeichen. Auch hier 
können wir als von geringerem Interesse wieder den Fall ausscheiden, 
daß 8 von anderem Vorzeichen als A und B ist. Denn dann hat 
auch die linke Seite der Gleichung (12) für alle reellen Werte von 
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X und y ein anderes Vorzeichen als die von Null verschiedene 
rechte Seite derselben Gleichung, diese kann demnach für kein reelles 
Wertsystem von x und y erfüllt sein. In diesem Falle ist folglich 
auch durch Gleichung (I) keine reelle Linie dargestellt; für ihn haben 
also auch unsere Sätze 24 und 25 keine reelle Bedeutung. Ist aber 
8 von demselben Vorzeichen wie A und B, also auch wie 
A -\- B, so können wir zeigen, daß durch Gleichung (12), also auch 
durch Gleichung (I) eine Ellipse dargestellt ist. Dann sind nämlich, 
wenn wir setzen; 

(16) a^=-L^ ^^= ^ 



a und b zwei reelle Größen, so daß man der Gleichung (12) die Form: 

geben kann. 

Die hierdurch dargestellte Linie schneidet offenbar die eine 
Hauptaxe in den beiden Punkten (aJ' = ± a, y = 0) und die andere 
Hauptaxe in den beiden Punkten (ar'=0, y = ±b), welche die 
vier Scheitelpunkte genannt werden. Verlegt man den Koordi- 
natenanfangspunkt nach einem dieser Scheitelpunkte, setzt also z. B.: 

(17) a:'= J-«, y=t|, 
so nimmt Gleichung (III) die Form an: 

(18) 9^ = 2^'y-^,5S 

also die Form (1) für das obere Vorzeichen, wenn man = p setzt. 

Ist daher durch Gleichung (I) überhaupt eine reelle Linie dargestellt, 
so ist sie im Unterfalle 1** eine Ellipse. 

Wir kommen nunmehr zu dem Unterfall: 

1\ A und B von verschiedenem Zeichen. Nehmen wir 
hier an, was offenbar nur Sache der Bezeichnung ist, daß S von 
demselben Zeichen sei wie B, von anderem Zeichen also als A, so 
bedeuten in den Formeln: 

(19) «' = T^^^'= - ' 



A^B' AB* 

a und b offenbar wieder reelle Größen, so daß man der Gleichung (1 2) 
die Form: 

(IV) ^^^=1 

geben kann. Die hierdurch dargestellte Linie schneidet die eine 
Symmetrieaxe in den beiden Punkten: [x = ± a, y' = 0), die 
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andere Axe hingegen gar nicht, so daß sie nur zwei Scheitelpunkte 
besitzt Verlegt man den Eoordinatenanfangspunkt wiederum nach 
einem solchen Punkte, setzt also z. B.: 

(20) ^' = f + «, y = 9. 
so nimmt Gleichung (IV) die Form an: 

(21) ^,» = 2^f + ^.5^ 

also die Form (1) für das obere Vorzeichen, wenn man wiederum 

— = p setzt. Im'UnterfaUe P ist demnach durch Gleichung (I) stets 

eine Hyperbel dargestellt. 

Wir kommen endlich zu dem zweiten Falle und nehmen 
etwa an, daß J = 0. Machen wir dann die einzige hier noch vor- 
handene Symmetrieaxe By + E = zur Abscissenaxe, setzen also: 

(22) ar = ar',.y =y'--g, 
so geht Gleichung (I) über in: 

(23) %'2 + 2i>2:'- ^ + F=^0. 

Die hierdurch dargestellte Linie schneidet die Symmetrieaxe in 
dem Punkte: Ix = —^{JE^ — BF), y =o\ dem einzigen Scheitel- 
punkte derselben, wobei wir den Fall -D = dadurch ausgeschlossen 
haben, daß wir d als von Null verschieden annahmen. Verlegen wir 
den Eoordinatenanfangspunkt nach diesem Scheitelpunkte, setzen also: 

(24) :r' = j + J Z> (^ - ^^)' y' = ^' 

SO nimmt Gleichung (23) die Form: 
(V) 1)2 = 2p^ 

an, wenn man » = — - setzt, also die Form (1) für a = oo. Im 

zweiten Falle ist demnach durch Gleichung (I) eine Parabel dar- 
gestellt. 

Wir erhalten daher das Resultat, daß durch Gleichung (I) 
entweder gar keine reelle Linie dargestellt ist oder ein Kegelschnitt, 
insofern wir auch die geraden Linien als Kegelschnitte betrachten 
können (für den Fall zweier paralleler Geraden (^ = 0, 8 = 0) haben 
wir den Schnitt des geraden Kegels allerdings durch denjenigen 
eines geraden Cylinders zu ersetzen). Im besonderen können wir 
unsere Untersuchungen in den folgenden Satz zusammenfassen: 



"• 
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26. Durch die Gleichung: 

(I) Ax^ + By^ + 2Bx + 2% + F^ 

ist, falls die Größe: 

8^ AE^ + BB^ - ABF 

von Null verschieden ist und nicht gleichzeitig AB positiv^ (A + B)8 
hingegen negativ ist, stets einer der drei Kegelschnitte dargestellt, Bieser 
Kegelschnitt ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem 
AB > 0, <0 oder = ist. 



1. Aufgabe. Man untersuche, welche der drei Kegelschnitte 
durch die folgenden Gleichungen dargestellt sind: 

4ar2 + 9y2 - 24x + 72y + 144 = 0, 
3ar2 _ 4^2 ^ ßß^ ^ 40y + 251 = 0, 

- ^2 + 4y2 + 6ar + 8y - 5 = 0, 
3y2 _ 6j: - 30y + 33 = 0, 

und bestimme die Mittelpunkte und Scheitelpunkte dieser Kegel- 
schnitte. 

2. Aufgabe. Es sind gegeben ein Punkt S auf der Abscissen- 
axe und zwei symmetrisch zu derselben gelegene Punkte A und Ä ; 
schneidet irgend ein Radiusvektor die Geraden SA und SA' in B 
und B", so soll der Ort der Schnittpunkte der Geraden AB und 
A'B bei beweglichem Radiusvektor gefunden werden. 

3. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, für welche 
das Verhältnis der Entfernungen von einem festen Punkte und einer 
festen Geraden (parallel zur Ordinatenaxe) konstant ist (vergl. § 9). 

4. Aufgabe. Man beweise, daß sich die Tangenten in den End- 
punkten paralleler Sehnen eines Kegelschnittes stets auf dem der 
Sehnenrichtung konjugierten Durchmesser schneiden. 

Ist (Z, m) der Mittelpunkt einer solchen Sehne, so ist der Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten zugleich der Schnittpunkt des Durch- 
messers mit der Geraden: 

(AI + B)x + (Bm + E)y + Bl+Em + F^O, 

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort des Schnittpunktes der 
beiden Geraden, welche durch die Endpunkte der Durchmesser eines 
Bareises in je einer bestimmten Richtung gezogen werden. 

Man mache die Koordinatenaxen den Halbierungslinien des 
Winkels der beiden Richtungen parallel. 

Schur, Analytische Geometrie. 5 
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§ 8. 

Eigenschaften der Kegelschnitte, welche aus ihren auf die 
Hauptaxen bezogenen Gleichungen folgen, und ihre zeichnerische 

Darstellung. 

Obwohl wir bereits in der Einleitung gelernt haben, beliebig 
viel Punkte jedes Kegelschnittes zu konstruieren und damit seine 
Gestalt zeichnerisch zu ermitteln, so werden wir doch besonders für 
Ellipse und Hyperbel einfachere Methoden hierfür finden, wenn wir 
von den auf die Hauptaxen bezogenen Gleichungen ausgehen. 

Wir fangen an mit der Ellipse. Ihre auf die beiden Haupt- 
axen bezogene Gleichung lautet nach dem vorigen Paragraphen: 

(I) S+? = i- 

Es ist leicht zu sehen, daß diese Gleichung für jeden Wert des 
Winkels xp befriedigt wird, wenn man setzt: 

(1) X = acosip, 1/ = bsinifj. 

Da jedes der beiden Quadrate! — j und f^j in Gleichung (I) 

höchstens = 1 sein darf, so wird umgekehrt zu jedem die Gleichung (I) 
befriedigenden Wertsysteme {x, y) den Gleichungen (1) zufolge ein- 
deutig ein Winkel ip gehören, diese werden also alle Punkte der 
Ellipse liefern, wenn ip alle Werte von bis 360*^ durchläuft. 

Nehmen wir an (Fig. 36), daß ay- b sei, so kann man hiernach 
die Ellipse dadurch aus dem Kreise um den Anfangspunkt O mit dem 
Radius a herleiten, daß man jedem Punkte P' dieses Kreises mit 
der Amplitude i/; den Punkt P mit derselben Abscisse, aber einer 
im Verhältnisse b:a verkleinerten Ordinate zuordnet. Eine solche 
Zuordnung wird eine affine Verwandtschaft oder Affinität genannt 
mit der Abscissenaxe, deren Punkte sich selbst zugeordnet sind, 
als Affinitätsaxe. Der Punkt P wird hiernach auf der Ordinate 
QP' von einer Parallelen zur Abscissenaxe durch den Punkt P" 
mit derselben Amplitude auf dem dem vorigen koncentrischen Kreise 
mit dem Radius b ausgeschnitten. Auch aus diesem Kreise entsteht 
die Ellipse durch eine Affinität, bei welcher jedem Punkte P" mit 
der Amplitude \p der Punkt P mit derselben Ordinate, aber einer 
im Verhältnisse aib vergrößerten Abscisse zugeordnet ist; hierbei 
ist die Ordinatenaxe Affinitätsaxe. Die erste Entstehung zeigt, daß 
die Ellipse ganz innerhalb des großen, die zweite, daß 
sie ganz außerhalb des kleinen Kreises liegt. Alle Halb- 
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messer OP der Ellipse sind demnach zwischen der großen Halb- 
axe Oä ^ a und der kleinen Halbaxe OB = b enthalten. Man 
sieht, wie man mit Hilfe dieser beiden Kreise beliebig viel Punkte 
der Ellipse durch bloßes Ziehen von Radien und von zwei Scharen 
paralleler Geraden konstruieren kann. 

Es führt unsere Figur auch leicht auf eine mechanische Er- 
zeugungsweise der Ellipse, die man zur Konstruktion eines soge- 
nannten* Ellipsenzirkels benutzt hat. Schneidet nämlich die Paral- 
lele durch P zu OP"P' die beiden Axen in resp. a und 5, so ist 
offenbar ^P = OP" = h und \iP = OP' = a. Da also die Punkte 6aP 




Fig. 36. 

für alle Punkte der Ellipse eine unveränderliche Entfernung von- 
einander haben, so entsteht die Ellipse als Ort eines auf der Ver- 
längerung einer geraden Strecke Oa liegenden und fest mit ihr ver- 
bundenen Punktes, deren Endpunkte auf den beiden Hauptaxen 
gleiten. Ziehen wir die Gerade aPO jedesmal unter der Amplitude 
180^— t/;, so ist ebenfalls ixP =b und PO = a, so daß die Ellipse 
auch als Ort eines mit einer Strecke ab fest verbundenen 
Punktes P dieser entsteht, deren Endpunkte auf den beiden 
Hauplb axen gleiten. Es dürfte klar sein, wie auf Grund dieser Ent- 
stehungsweise ein Apparat konstruiert werden kann, dessen Fahrstift 
(P) kontinuierlich eine Ellipse umfährt, d. i. ein Ellipsenzirkel. Da 
indessen einerseits solche Apparate, wenn sie genau zeichnen sollen. 



68 . Tangenten der Ellipse, 



recht teuer sind, andererseits auch ihre Einstellung für vorgegebene 
Äxen nicht ohne Umstände ist, so wird man meist besser eine 
hinreichende Anzahl von Punkten der Ellipse mit Hilfe der beiden 
Kreise konstruieren und diese durch eine kontinuierliche Linie zu 
verbinden suchen. 

Da ist es nun zur Beurteilung des Verlaufs der Kurve von 
großer Wichtigkeit, nicht nur einzelne Punkte, sondern auch die 
Tangenten derselben an die Kurve zu konstruieren. Nach Satz 24 
lautet die Gleichung der Tangente im Punkte (xp yj an die Ellipse (I): 

sie macht auf der Abscissenaxe den Abschnitt a^:x^y also denselben 
Abschnitt, wie die Tangente im entsprechenden Punkte (xj, ya:b) 
des großen Kreises. Ebenso macht die Tangente (2) auf der Ordinaten- 
axe denselben Abschnitt b^ : y^ wie die Tangente im entsprechenden 
Punkte {x^h:a, y^) des kleinen Kreises. Beides folgt auch daraus, 
daß bei der affinen Verwandlung der beiden Kreise in die Ellipse 
jede Kreistangente in die Tangente des entsprechenden Ellipsen- 
punktes übergehen muß, zwei affine Geraden aber den sich selbst 
entsprechenden Schnittpunkt mit der Affinitätsaxe gemein haben. 
Hiemach ist es leicht, je nach Bequemlichkeit mit Hilfe der Tan- 
genten des großen oder des kleinen Kreises in jedem Punkte P der 
Ellipse die Tangente an diese zu konstruieren. 

Wir wenden uns zweitens zur Untersuchung der Hyperbel 
(Fig. 37). Als ihre auf die Symmetrieaxen bezogene Gleichung 
lernten wir im vorigen Paragraphen kennen: 

(11) J-F = i- 

Diese Gleichung wird offenbar für jeden Wert des Winkels i/; be- 
friedigt, wenn man setzt: 

(3) x = , y = bidiWW, 

^ ' ■ cos t^ "^ ^ 

Hieraus ergiebt sich folgende Konstruktion dieses Punktes P der 
Hyperbel. Ist P' derjenige Punkt des Kreises um den Anfangspunkt 
und mit dem Radius a, welcher die Amplitude t// besitzt, so macht 
die Tangente dieses Punktes P' an den Kreis auf der Abscissenaxe 

offenbar den Abschnitt 00, = , so daß 00, die Abscisse des 

Punktes P ist. Schneidet ferner der Radiusvektor OP' die Gerade 
X ^ b im Punkte P", so hat dieser die Ordinate Ätangi/;, so daß die 
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Parallele zur Abscissenaxe durch F' auf der Ordinate durch Q 
den gesuchten Punkt P ausschneidet. Hiemach kann man leicht be- 
liebig viel Punkte der Hyperbel konstruieren, man kann aber im 
Anschlüsse hieran sofort auch die Tangente jedes Punktes finden. 




Fig. 37. 

Nach Satz 24 lautet nämlich die Gleichung der Tangente in jedem 
Punkte [x^, y^ der Hyperbel (II): 



(4) 



^^1 yyi 1 



die Tangente im Punkte P macht also auf der Abscissenaxe den 
Abschnitt OT = = a cos t/;, geht folglich durch den Fußpunkt 

T der Ordinate des Punktes P\ Die Tangenten in den beiden 
Scheitelpunkten or^ = ± a, y^ = ^ sind natürlich der Ordinatenaxe 
parallel, und es ist klar, daß sich zwischen diesen beiden Scheitel- 
tangenten kein Punkt der Hyperbel befinden kann, da [— ) in 

Gleichung (II) mindestens = 1 sein muß. Man wird folglich von dem 
Fußpunkte Q der Ordinate jedes Hyperbelpunktes P eine und nur 
eine Tangente QP' an den Kreis ziehen können, die auf derselben 
Seite der Abscissenaxe liegt wie P, so daß jedem Hyperbelpunkte 
den Gleichungen (3) zufolge eindeutig ein Winkel ip zugehört, diese 
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also alle Punkte der Hyperbel liefern werden, wenn rp alle Werte 
von bis 360^ durchläuft. 

Für t^ = ergiebt sich der Scheitelpunkt auf der positiven 
Absdssenaxe, alsdann wachsen mit wachsendem t/; x und t/, be- 
standig positiv bleibend, bis sie für tp = 90® beide od werden. In 
welcher Weise dies geschieht, erkennen wir durch Betrachtung des 
Verhältnisses der beiden Koordinaten: 

(5) tan qp = — = — sin t/;. 

Mit wachsendem xp nähert sich dies Verhältnis dem Werte — , den 

es aber erst für t// = 90®, also erst dann erreicht, wenn der Punkt 
P im Unendlichen verschwunden ist. Es bleibt folglich der Punkt 
P stets unterhalb der Geraden: 

(6) 3^ = ^^' 

um sie erst im Unendlichen zu erreichen. Wie dies vor sich 
geht, sehen wir am besten durch Vergleichung der zu derselben 
Abscisse gehörigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden, deren 
Punkte wir ja in der Form: 

(7) - = :::^^, y- ' 



COS rp ^ cos ^ 

darstellen können. Die Diflferenz der beiden Ordinaten stellt sich 
dann folgendermaßen durch die dieselbe Abscisse liefernde Größe 
t// dar: 

(8) h ^ = h ; = Ätg4-ö-, 

^ ' cos ^ sin (T o ^ 7 

wenn i/; = 90®— a gesetzt wird, diese Differenz wird also mit wachsen- 
dem 1/; oder abnehmendem g immer kleiner, bis sie für t// = 90® 
verschwindet. Der im ersten Quadranten liegende Zweig der Hy- 
perbel wird sich also vom Scheitelpunkte anfangend der Geraden (6) 
unausgesetzt nähern, ohne sie im Endlichen je zu erreichen. Diese 
Gerade kann auch als die Grenze einer Tangente der Hyperbel be- 
trachtet werden; Gleichung (4) geht nämlich, wenn wir nach (3) 

X, = imd Vi = Ätant/;, setzen, über in: 

^ COS^l ''^ ' ^ 

(c\\ ^ ysin«/, 

(9) i. = COS t/;, , 

' ab • ^' 

stellt also für t//^ = 90® dieselbe Gerade dar wie Gleichung (6). Da 
cos (90® + 1/;) = - cos (90® - i//) und tan (90® + t/;) = - tan (90® - ^) 
(vgl. auch die obige geometrische Konstruktion von P), so wird der 
Punkt Py wenn \fj über 90® hinaus wächst, unterhalb der Abscissenaxe 
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und oberhalb der Geraden (6) im dritten Quadranten wieder zum Vor- 
schein kommen und dann, sich Yon der Geraden (6) immer mehr ent- 
fernend, für t/> = 180^ den Scheitelpunkt auf der negativen Abscissen- 
axe erreichen. Wenn nun yj weiter wächst, so beschreibt P offenbar 
das Spiegelbild des eben erhaltenen Zweiges in Beziehung auf die 
Abscissenaxe, nähert sich also immer mehr der Geraden: 

(10) y=-^^' 

um für t/; = 270® in der Bichtung dieser Geraden im Unendlichen 
zu verschwinden. Bei weiter wachsendem i// beschreibt P das Spiegel- 
bild des ersten Zweiges in Beziehung auf die Abscissenaxe, kommt 
also oberhalb der Geraden (10) im vierten Quadranten wieder zum 
Vorschein und wird, sich von ihr immer weiter entfernend, für 
t/; = 360® wieder den ersten Scheitelpunkt erreichen. Die beiden 
Geraden (6) und (10) werden die Asymptoten der Hyperbel 
{d<Tvfi7tinr(OToi) genannt, weil diese sich ihnen immer mehr anschmiegt, 
ohne je mit ihnen zusammenzufallen. 

Die Hyperbel (II) liegt ganz außerhalb des Kreises um den Mit' 
telpunkt mit dem Radius a und innerhalb des die Abscisse enthaltenden 

Winkels der Geraden y= ±—^, der beiden Asymptoten ^ denen sie 

sich unausgesetzt nähert, ohne sie je zu erreichen; die Asymptoten sind 
die Grenzlagen von Tangenten der Hyperbel, wenn der Berührungs^ 
punkt im unendlichen verschwindet Man nennt 2 a die Hauptaxe und 
2 b die Nebenaxe der Hyperbel; sie heißt für b = a gleichseitig. 

Sind die Asymptoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben, so 
lassen sich mit Zirkel und Lineal leicht beliebig viel Punkte der- 
selben konstruieren auf Grund des Satzes: 

27. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden auf jeder Sehne 
derselben eine Strecke aus, die denselben Mittelpunkt besitzt, une die Sehne. 

Betrachten wir nämlich neben der Hyperbel (II) die quadra- 
tische Linie, welche aus den beiden Asymptoten besteht, deren 
Gleichung also: 

11) $-1^ = 

ist, so ist der Ort der Mittelpunkte der unter der Amplitude y ge- 
zogenen Sehnen nach Gleichung (7) des vorigen Paragraphen für 
beide quadratische Linien der Durchmesser: 
/i o\ « cos T' y sin / _ ^ 

womit unser Satz bewiesen ist. Die Konstruktion (Fig. 38) verläuft 
hiernach folgendermaßen: Schneidet irgend eine Gerade durch den 
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gegebenen Punkt P der Hyperbel die beiden Asymptoten in Ä und R, 
80 ist der zweite Schnittpunkt P der Geraden mit der Hyperbel 
bestimmt dnrch RP = PR. Auf der Tangente im Punkte P achneiden 
die Asymptoten eine Strecke TT aus, welche nach dem obigen Satze 
durch P halbiert wird. Schneiden also die Parallelen durch P zu 
den beiden Asymptoten diese in r resp. r', eo ist die Tangente TT' \\ tt', 
wonach sie leicht konstruiert werden kann. Schneiden dann weiter 
die Parallelen durch T und T za PP' die jedesmalige andere 
Asymptote in V reap. U, so ist UV die Tangente von F. Es ist 
nämlich der Konstruktion zufolge HR = ^ VT, Ü'R = ^ Ü'T und 




Fig. 88. 



BP = 



= \UT, also auch RF=\TÜ, folglich liegen U, F und V 
in einer Geraden und P' in der Mitte zwischen V und V, wie zu 
beweisen war. Sobald also die Tangente in dem gegebenen Punkte P 
konstmiert ist, findet man noch schneller die Tangente in jedem 
daraus konstruierten Punkte F. Man sieht aber auch, wie man aus 
einer Tangente der Hyperbel und den beiden Asymptoten durch 
bloßes Ziehen von Parallellinien beliebig viel andere Tangenten der 
Hyperbel konstruieren kann; die Hyperbel erscheint dann als Ein- 
hüllende dieser Tangenten. Wir sehen außerdem aas der Figur, 
daß die Dreiecke OTT und OUU' inbaltsgleich sind, und finden so 
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den Satz (wegen der analytischen Beweise dieser Sätze wolle man 
die Aufgaben 4 und 5 vergleichen): 

28. J)ie Tangenten einer Hyperbel schließen mit deren Asymptoten 
Breiecke konstanten Flächeninhalts ein. 

Wir wenden uns drittens zur Parabel, deren Gleichung, be- 
zogen auf die Hauptaxe als Abscissenaxe und den Scheitelpunkt 
als Anfangspunkt, lautete (Konstruktion s. S. 4): 
(HI) y* := 2px. 

Die Parabel besitzt nur einen zu beiden Seiten der positiven 
jr-Axe liegenden Zweig, der von jedem Durchmesser y ^ m in nur 
einem Punkte geschnitten wird, während der zweite Schnittpunkt im 
Unendlichen liegt, weil der Koefficient von u^ in Gleichung (2) in 
§ 7 für diese Durchmesser (und nur für diese) verschwindet. 

Die Gleichung der Tangente (Fig. 39) in dem Punkte [x^, y^ 
der Parabel lautet nach dem Satze 24 des vorigen Paragraphen: 

(13) yyi = p{^ + ^i\ 

diese Tangente P^T macht also auf der Abscissenaxe den Ab- 
schnitt: — OTj, d. h. Tangente und Ordinate jedes Punktes der Parabel 

Y 




4^r—2p *— X 



Fig. 39. 

schneiden auf der Hauptaxe eine Strecke aus, deren Mittelpunkt der 
Scheitelpunkt ist. Hiernach kann man leicht in jedem Punkte der 
Parabel die Tangente konstruieren. Bringt man obige Tangente 
mit der Tangente: 

(14) y!/2 = Pi^ + ^2) 

im Punkte P^ zum Durchschnitt, so hat der Schnittpunkt P die Ordinate: 
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(15) y^pJ^in^^y^yi, 

weil Pj und Pg Punkte der Parabel sind. Es ist demnacli: 

(16) TP:PP,=^y, + y,:y^^y,. 

Ebenso findet man, daß P^P die symmetrische Tangente TP^ in 
einem Punkte P' schneidet, für welchen; 

(17) TF:FP,' = y^-y^:y^ + y^, 

es ist daher TP = P'Pi, woraus eine sehr einfache Konstruktion 
von beliebig viel Tangenten der Parabel folgt; diese erscheint dann 
als Hüllkurve. Die einfachste Konstruktion der Parabel werden wir 
erst im nächsten Paragraphen kennen lernen. 



1. Aufgabe. Man bestimme die Hauptaxen (resp. den Para- 
meter) der Kegelschnitte in Aufgabe 1 des vorigen Paragraphen. 

2. Aufgabe. Man bestimme den Ort eines mit einer Strecke 
fest verbundenen Punktes, wenn die Strecke mit ihren Endpunkten 
auf den beiden Koordinatenaxen gleitet. 

Die Koordinaten des Punktes werden ausgedrückt durch die- 
jenigen der Endpunkte der Strecke und das bekannte Teilungs- 
verhältnis derselben, die Bedingung eingeführt, daß die Strecke eine 
gegebene Länge habe und aus diesen drei Gleichungen die beiden 
Koordinaten der Endpunkte eliminiert 

3. Aufgabe. Man beweise, daß das Produkt der Entfernung 
des Mittelpunktes der Ellipse von einer Tangente derselben in das 
Stück der zugehörigen Normale (Senkrechte zur Tangente im Be- 
rührungspunkte) bis zu einer der Axen konstant ist. 

Die Koordinaten des Ellipsenpunktes wird man dabei am besten 
in der Form (1) annehmen. 

4. Aufgabe. Man beweise (analytisch), daß der Berührungs- 
punkt einer Hyperbeltangente in der Mitte zwischen ihren Schnitt- 
punkten mit den beiden Asymptoten liegt, und zeige, daß das Produkt 
ihrer Abschnitte auf diesen beiden Asymptoten konstant ist. 

Die Koordinaten des Hyperbelpunktes wird man dabei gut in der 
Form (3) annehmen. 

5. Aufgabe. Man beweise Satz 27 dadurch, daß man die 
Schnittpunkte einer Sehne der Hyperbel durch die Verhältnisse be- 
stimmt, in welchen sie diese Sehne teilen. 

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Spitze eines Drei- 
ecks, wenn gegeben ist die Basis, und der eine Basiswinkel doppelt 
so groß sein soU wie der andere (Trisektion des Winkels mit Hilfe 
einer Hyperbel und eines Kreises). 
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7. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Dufchschnittspunkte 
derjenigen Tangenten einer Parabel, welche einen gegebenen Winkel 
miteinander bilden. 

S.Aufgabe. Konstruktion der Wurzeln der kubischen Gleichung: 
y' — 3«y = 2/9 als Ordinaten der Schnittpunkte einer festen Parabel 
mit einem Kreise, der durch den Scheitelpunkt der Parabel geht. 

§9. 
Die Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte. 

Der Mittelpunkt eines Kreises ist dadurch charakterisiert, daß 
jede ihn enthaltende Sehne durch ihn halbiert wird, und daß alle 
diese Sehnen gleich lang sind. Wir finden daher in den Mittelpunkts- 
eigenschaften eines beliebigen Kegelschnittes keineswegs alle die- 
jenigen des Kreises wieder, zumal ja die Parabel überhaupt keinen 
Mittelpunkt besitzt. Nun können wir aber den Mittelpunkt eines 
Kreises auch dahin charakterisieren, daß er der einzige Pol eines 
Polarkoordinatensystems ist, in Beziehung auf welchen sich aus der 
Kreisgleichung der Radiusvektor rational durch die trigonometrischen 
Funktionen der Amplitude ausdrücken läßt, d, A. die bei Auflösung 
nach dem Radiusvektor auftretende Quadratwurzel algebraisch, nicht 
nur zahlenmäßig ausgezogen werden kann (vergl. Gleichung I*^ in § 6). 
Wir können demgemäß die Frage stellen, ob es nicht in der Ebene 
jedes Kegelschnittes Pole giebt, welche diese Eigenschaft mit dem 
Kreismittelpunkte teilen. Wir wollen dabei wie in § 7 ausgehen 
von der allgemeinen Gleichung: 

(1) ^:r2+ 5y2^ 21)x + 2% + F=0, 

und, indem wir den gesuchten Pol mit (/, m) bezeichnen, hierin 
setzen: x = l + r cos (p, y = w + r sin qp, wonach wir folgende Polar- 
gleichung des Kegelschnitts erhalten (Gleichung (2) iü § 7): 

(2) r\Acos^(p + Bsm^(p)+2r[{Al + D)co^(p +{Bm + K)sm(p] + A = 0, 
WO: 

(3) 1 = AP+ Bm^ + 2 Dl + 2Em + F. 

Lösen wir diese Gleichung nach r auf, so erhalten wir den folgen- 
den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen: 

I w = {[AI + JJf - AX) cos2 (p + [[Bm + Ef - Bl) sin» q> 

^^^ I +2{Al + D) [Bm + E) cos y sin y. 

Nun kann hieraus entweder dann für jeden Wert von (p die 
Quadratwurzel gezogen werden, wenn das Produkt der Koefficienten 
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von cos^fp und sin^^ gleich dem Quadrate des Koefficienten von 
2cosqp8iny ist, oder dann, wenn w überhaupt unabhängig von qp 
ist, wenn also der Koefficient von cos^y gleich demjenigen von 
sin^y ist, und der Koefficient von 2cosysin9? verschwindet; eine 
dritte Möglichkeit giebt es offenbar nicht. Im ersten Falle erhalten 
wir die Bedingung: 

(5) X[A£X - B{Äl + l)Y-Ä{Bm + Ef] = - ^<y = 0, 
wo (vergl. Gleichung (13) in § 7): 

(6) 8 = ÄE^ + BB^ - ABF, 

Der erste Fall wird also nur dann eintreten, wenn entweder der 
Pol ein Punkt des Kegelschnittes ist oder der Kegelschnitt aus 
zwei Geraden besteht; daß in diesen beiden Fällen r eine rationale 
Funktion von cosqp und siny wird, ist ja auch geometrisch evident 
und von geringem Interesse. Wir werden daher von diesem Falle 
absehen und uns zu dem zweiten wenden können. 
Für ihn erhalten wir die beiden Bedingungen: 

(7) (^ - ^ A _ [AI + Bf+{Bm + Ef= 0, 
und: 

(8) [AI + B) [Bm + JE^) = 0. 

Bedingung (7) geht durch Ausrechnung über in: 

(9) - ABP + ABm^ - 2BBI + 2AEm + (A^ B)F'-B^ + E^ = 0. 

Betrachten wir hierin Z und m als die Koordinaten eines ver- 
änderlichen Punktes, so ist durch diese Gleichung (9) nach den 
Sätzen 25 und 26 eine Hyperbel dargestellt, deren Hauptaxen: 
Ax + B == und Bi/ + E = mit denen des gegebenen Kegel- 
schnittes zusammenfallen; für die Parabel {A = 0) geht diese Hyperbel 
in eine (zur Ordinatenaxe parallele) Gerade über. Da nun der 
gesuchte Pol (/, m) nach (8) zugleich auf einer dieser Hauptaxen 
liegen muß, so ist er einer der beiden Scheitelpunkte der Hyperbel (9), 
resp. für die Parabel der Schnittpunkt der Hauptaxe mit der Ge- 
raden (9). Es giebt demnach für die Ellipse und die Hyperbel zw$ 
und nur zwei Pole der gesuchten Art und für die Parabel einen 
und nur einen. Wenn wir die Bezeichnung so wählen, daß der 
Pol auf der Hauptaxe : Bm + E = liegt, geht die Größe w unter 
dem Wurzelzeichen nach (7) über in: 

(10) «, = _|_(^/+i>)2. 

ist A = B, der Kegelschnitt also ein Kreis, so folgt ja aus (7) und 
(8) unmittelbar, daß der Mittelpunkt der gesuchte Pol ist. 
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In dem allgemeinen Falle erhalten wir nunmehr die folgende 
Polargleichung des Kegelschnittes: 

(11) r{Äcos^(p + Bsin^tp) = jLUL (fB -^B •- Äcostp) , 

Y jj — ^ 

oder wegen: 

I A cos^ y + -B sin^qp ^ B — {B ^ Ä) cos^cp 

^^^^ 1 = ( yF+ yF^^TJcos ep) (V ^ - y^ß^Zcos tp) 

schließUch: 

AI ■{• D 1 

(13) r = 



y B" A yß -{-y B- Äcoag) 

Zur Bestimmung von AI + I) setzen wir zuerst voraus, daß auch 
A von Null verschieden sei; dann kann Gleichung (7), indem man 
den Wert von X aus (5) entnimmt, in die Form: 

(14) - B^{Al + D)^ + A^[Bm + ^)* + (5 - ^ * = 

gesetzt werden. Es ist folglich: 

^^^' Yb^^ b 

Diese Formel bleibt aber, wenn wir das obere Zechen nehmen, 
auch richtig für ^ = 0, so daß wir die folgende endgültige Form der 
Polargleichung unseres Kegelschnittes bezogen auf einen der ge- 
suchten Pole finden: 

/16^ r = y^ ^= ' 

^^ B 1/5 + yi^ -^co8<p 

wobei wir uns die Bestimmung der Vorzeichen fiir die besonderen 
Fälle vorbehalten; es kam hier nur auf die allgemeine Form der 
Gleichung an, die nun jedenfalls unserer algebraischen Forderung 
entspricht. 

Wenn wir jetzt an die Untersuchung der besonderen geometri- 
schen Eigenschaften gehen, welche man von diesen Polen erwarten 
darf, so gehen wir von den besonderen Gleichungsformen des vorigen 
Paragraphen aus und fangen mit der Parabel (Fig. 40): 

(17) y^^2px 

an. Für sie ist der ausgezeichnete Pol F derjenige Punkt der Haupt- 
axe, dessen Abscisse der Gleichung (9) zufolge l = \p ist. In der 

That liefert die Substitution: a: = -^ + r cos gp, y = ?- sin qp die 

Gleichung: 

(18) r^ = y^cos^y + 2pr cos (p + p^^[p + r cos tpY 

oder, indem wir, damit r positiv resultiere, auf beiden Seiten die 
positive Wurzel ziehen: 
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(I) 



?• = 



1 — cos<p 

Da die Strecke p + r cos y offenbar den Abstand BP des Parabel- 
punktes P {r, (p) Ton einer zur Ordinatenaxe parallelen Geraden 
bedeutet, die auf der Polaraxe den Abschnitt FD = ^p oder auf 

der ursprünglichen Abscissenaxe den Abschnitt OJ) = — ^ macht, 

so besagt offenbar Gleichung (18), daß die Parabel der Ort der Punkte 
ist, welche von dem Pole F und der Geraden DR gleichweit abstehen^ 




Fig. 40. 

Will man hiemach die zur Abscisse OQ gehörigen Parabelpunkte 
P und P' konstruieren, so braucht man nur um F als Mittelpunkt 
den Kreis mit dem Eadius I)Q = FP=FP' zu schlagen. Was die 
Konstruktion der Tangente PT in P betriflft, so ist sie die Senkrechte 
von P auf RF. Da nämlich jeder Punkt dieser Senkrechten von F 
und R gleichweit entfernt ist, so ist P der einzige Punkt derselben, 
der von F und RD gleichen Abstand hat, also der einzige Punkt 
der Parabel auf PT, diese Gerade ist demnach, da sie der Axe nicht 
parallel ist, eine Tangente der Parabel. In der That ist TFPR ein 
gleichseitiges Parallelogramm, also TF^ RP^ DQ, folglich, weil in 
der Mitte zwischen I) und F liegt, ist auch die Mitte von TQ (vergLS.73). 
Wir sehen also, daß auch T auf dem obigen Kreise liegt, so daß der 



Brennpunkt der Parabel, 79 



Kreis zugleich zwei Punkte der Parabel und den Schnittpunkt ihrer 
beiden Tangenten liefert 

Bezeichnen wir ferner mit 8 und 27 Punkte der Verlängerungen 

von BP und TP, so ist offenbar ^ UPS = <^ TPF, d. h. jeder parallel 
zurAxe der Parabel einfallende Lichtstrahl wird durch diese als Spiegel 
nach F reflektiert; aus diesem Grunde wird F Brennpunkt oder 
Focus der Parabel genannt. 

Da die eine Diagonale FJR des gleichseitigen Parallelogramms 
TFPR auf der anderen Diagonale TP senkrecht steht und sie halbiert, 
so liegt der Schnittpunkt dieser beiden Diagonalen auf der Scheitel- 
tangente der Parabel, diese Tangente ist folglich der Ort der Fuß- 
punkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten der Parabel ge- 
fällten Lote. Hiemach kann man, wenn der Brennpunkt und die 
Scheiteltangente der Parabel gegeben sind, leicht beliebig viel Tan- 
genten derselben konstruieren, wobei man die Parabel wieder als 
Hüllkurve erhält. 

Wir können nunmehr die Brennpunktseigenschaften der Parabel 
in den folgenden Satz zusammenfassen: 

29. Auf der Äxe jeder Parabel y^ = 2/?ar liegt in der Entfernung 
— vom Scheitelpunkte ein Pol, in Beziehung auf welchen die Parabel 
die Polargleichung : 
(I) r = -^- 

' 1 — COS <p 

besitzt, wenn die Axe der Parabel zugleich Polaraxe ist. Dieser Pol 
heifit Brennpunkt der Parabel^ weil jeder parallel zur Axe ein-- 
fallende Lichtstrahl durch die Parabel als Spiegel in diesen Brenn- 
punkt reflektiert wird. Die Parabel ist zugleich der Ort derjenigen 
Punkte, welche vom Brennpunkte und der Leitlinie, d. h, einer zur 

Axe senkrechten und diese in der Entfernung — ^ vom Scheitelpunkte 

schneidenden Geraden gleich weit entfernt sind. Die Fufipunkte der 
Lote vom Brennpunkte auf die Tangenten der Parabel liegen sämtlich 
auf der Scheiteltangente, 

Wenn wir uns zweitens zur Untersuchung der Ellipse (Fig. 41) 
wenden, so werden wir auch hier von der Hauptaxengleichung: 

(19) 5 + ^-1=0 

ausgehen. Fragen wir hier zuerst nach den etwa auf der großen 

Axe 2a gelegenen Polen, so werden diese, da ^ = -yr^ wird, nach 

CL O 

Gleichung (15) die Abscissen: 
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(20) 






±c 



haben, sie sind also in der That reell. Auf der kleinen Axe giebt es 
demnach keine Pole der gesuchten Art, wie ja auch schon daraus 

hervorgeht, daß diese die Ordinaten ± y^* — a* haben müßten. 



\5 .,^-/ 




H 



ß 



Fig. 41. 

Die beiden Pole F und F' auf der großen Axe werden offen- 
bar ausgeschnitten durch einen Kreis mit dem Radius a um einen 
der Schieitelpunkte der kleinen Axe als Mittelpunkt. 

Machen wir nunmehr in Gleichung (19) oder: 

(21) i2^2^ay=a232 

die Substitution : y ^ __ ^.2 _ ^^ __ ^^2^ ^q ^^Iso r der Radiusvektor von 
dem Pole F nach irgend einem Punkte P {x, y) der Ellipse ist, so 
geht diese Gleichung über in: 

(22) aV2 = x^ {a^ -b^)-2 a^xc + aH^ + a^c^ = {a^ - xcf. 

Ziehen wir hieraus die Wurzel so, daß r für alle x zwischen 
— a und + a — und nur diese kommen in Betracht — positiv 
resultiere, so ergiebt sich wegen c < a: 

(23«^) r = a — €ar, 

WO 6 = — die sogenannte numerische Excentricität der Ellipse 

ist, während c die lineare Excentricität genannt wird, weil c 
und 6 für diejenigen Pole, welche Eigenschaften des Kreiscentrums 
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besitzen, das Maß ihrer Abweichung vom Centrum der Ellipse bilden. 
Wir werden offenbar in entsprechender Weise für den zweiten Pol F 
die Gleichung: . 

(23*>) r'=a + 6x 

erbalten, wo r' den Radiusvektor von F' nach demselben Punkte P 
bedeutet. Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

(24) r + r=2a, 

die Ellipse ist folglich der Ort derjenigen Punkte P, für welche die 
Summe der Entfernungen von den beiden Polen F und F konstant 
ist (Verzeichnung der Ellipse vermittelst eines Stiftes, der einen ge- 
schlossenen, um in F und F befindliche Nadeln geschlungenen Faden 
von der Länge 2c + 2a spannt). Ist daher P^ irgend ein Punkt der 
großen Axe zwischen den beiden Scheitelpunkten A und A\ so schneiden 
sich die beiden Kreise um F und F mit den Radien APq und A'Pq 
in zwei Punkten P und P' der Ellipse. Verlängert man ferner die 

Strecke pp um PH = PF, so daß F'R = 2a ist, so ist das Lot von 
P auf FB die Tangente der Ellipse in P. Für jeden von P ver- 
schiedenen Punkt T dieses Lotes ist nämlich FT +FT= FT 
+ Tß>Fli=2a, folglich liegt dieses Lot ganz außerhalb der Ellipse, 
ist also die Tangente in P (vergl. Aufg. 3). Da hiernach FP und 
FP mit den ihnen zugekehrten Seiten dieser Tangente gleiche Winkel 
bilden, so wird der von F' ausgehende Lichtstrahl FP durch die 
Ellipse als Spiegel nach F reflektiert und umgekehrt. Aus diesem 
Grunde werden auch die beiden Pole F und P' Brennpunkte 
oder Foci der Ellipse genannt. 

Gleichung (23*) können wir offenbar in die folgende Form 
setzen: 

(25) ,. = e(4-x); 

diese Gleichung besagt, daß die Entfernungen jedes Punktes der 
Ellipse von dem Brennpunkte F und der zugehörigen Leitlinie, d. i. 
einer zur großen Axe senkrechten Geraden, welche auf dieser den 

Abschnitt OD = — macht, das konstante Verhältnis .e = r-^ haben. 

c a 

Dasselbe folgt natürlich aus Gleichung (23**) für den zweiten Brenn- 
punkt F und die zugehörige Leitlinie ar = • 

c 

Aus den Gleichungen (23*) und (23**) ergeben sich nun auch 
unmittelbar die Polargleichungen der Ellipse in Beziehung auf die 
beiden Pole F und F' und die positive Abscissenaxe als Poläraxe, 
wenn wir setzen x = c + r cos cp resp. — c + r'cosgp', nämlich: 

Schub, Analytische Geometrie. 6 
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(n») r^—-^ und (n") r' = - ? ,, 

^ ' 1 + e cos g) . 1 — e cos q>- 

WO, wie früher — =p gesetzt wurde; es bedeutet hiernach/? die 

zu den Brennpunkten gehörige Ordinate der Ellipse. 

Die Brennpunktseigenschaften der Ellipse können wir hiemach 
in den folgenden Slitz zusammenfassen: 

30. Auf der großen Äxe jeder Ellipse: — j + "fs = M^ > ^) 



liegen in der Entfernung dr ^ = ± V«^ — b^ vom Mittelpunkte zwei 
Pole, in Beziehung auf welche die Ellipse die Polqrgleichungen: 

(H) ■ r = — ^— 

^ / • l±ecos(jt> 

besitzt j wenn die positive Abscissencujde zugleich Polaraxe und 

p = — f € = — 2^^. Diese Pole heißen Brennpunkte der Ellipse, weil 

jeder von dem einen Pole ausgehende Lichtstrahl von der Ellipse 
als Spiegel in den anderen Pol reflektiert wird. Die Ellipse ist zii- 
gleich der Ort derjenigen Punkte, für welche die Summe der Ent^ 
fernungen von den beiden Brennpunkten gleich dei' großen Äxe 2 a 
istf und das Verhältnis der Entfernungen von einem Brennpunkte und 
der zugehörigen Leitlinie, d, h, einer zur großen Äxe senkrechten 

und vom Mittelpunkte um ± — entfernten Geraden, = € ist. 

Wenn wir schließlich zu der auf ihre Hauptaxen bezogenen 
Hyperbel (Fig. 42): 

(26) 5-1^ = 1 

übergehen, so brauchen wir in den entsprechenden Formeln für 
die Ellipse nur b^ mit — b^ zu vertauschen. Die beiden Pole F und F' 
liegen demnach hier auf der schneidenden Hauptaxe und haben 

die Abscissen ± c = ± j/a^ + b^ ; diese Pole liegen daher auf einem 
Kreise um den Mittelpunkt der Hyperbel durch die Schnittpunkte 
der Asymptoten mit den Scheiteltangenten. Durch die Substitution: 
y^ = r^ — (ar — c)^ werden wir der Gleichung (22) entsprechend er- 
halten : 

(27) aV2 = (a2 _ xcf. 

Ziehen wir hier die Quadratwurzel so, daß r für alle x zwischen 
a und + 00 — und nur diese kommen für den einen Zweig der 
Hyperbel in Betracht — positiv resultiere, so folgt: 

(28») r = ear - a, 



Brennpunkte der Hyperbel. 
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da ja hier ex = cx:a stets > a ist. In entsprechender Weise erhalten 
wir für den zweiten Pol F und für denselben Zweig der Hyperbel: 

(28*^) r — BT + a. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

(29) /— r = 2a, 

die Hyperbel ist folglich der Ort derjenigen Punkte P, für welche die 
Differenz der Entfernungen von den beiden Polen F' und jP konstant ist. 




Fig. 42. 

Ist daher P^ irgend ein Punkt der schneidenden Axe außerhalb 
der beiden Scheitelpunkte A und Ä, so schneiden sich die beiden 
Kreise um F und F' mit den Radien AP^ und äPq in zwei Punkten 
P und P' der Hyperbel. Machen wir das Stück PR des Strahles 
PF' dem Strahle PF gleich, so ist das Lot von P auf FE die Tan- 
gente der Hyperbel in P. Für jeden von P verschiedenen Punkt 
T dieses Lotes ist nämHch FT - FT == FT -^ RT < FR^2a, 
folglich liegt dieses Lot ganz außerhalb der Hyperbel, ist also die 
Tangente in P (vergl. Aufg. 3). Da hiernach FP und FP mit der 
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Tangente in P gleiche Winkel einschließen, so wird jeder von F aus- 
gehende Lichtstrahl durch die Hyperbel als Spiegel rückwärts ver- 
längert in den andern Pol F' reflektiert und umgekehrt. Aus diesem 
Grunde werden auch die beiden Pole F und F Brennpunkte oder 
Foci der Hyperbel genannt. 

Indem wir Gleichung (28*) in die Form: 

(30) r=6(z-^) 

setzen, schließen wir wieder, daß die Entfernungen jedes Punktes der 
Hyperbel von dem Brennpunkte F und der zugehörigen Leitlinie, 
d. i. einer zur schneidenden Axe senkrechten Geraden, welche auf 

dieser den Abschnitt — macht, das konstante Verhältnis € = — 

haben. Dasselbe gilt natürlich der Gleichung (28^) zufolge für den 

zweiten Brennpunkt und die zugehörige Leitlinie ar == . 

c 

Aus den Gleichungen (28*) und (28*^) ergeben sich nun auch 
die Polargleichungen der Hyperbel, bezogen auf die beiden Brenn- 
punkte als Pole und die positive Abscissenaxe als Polaraxe, in der 
Form: 

^in«^) r = — ^ , (IIP) / = - —^ ;; 

hierbei erhalten wir den den Brennpunkt (c, o) einschließenden Zweig 
der Hyperbel, wenn (f von a bis 360^— a resp. cp' von — a bis + a 
läuft, wo a die Amplitude einer diesem Zweige zugekehrten Asym- 
ptote ist (tg a = ^ : d). Die Brennpunktseigenschaften der Hyperbel 
können wir nunmehr in dem folgenden Satze aussprechen: 

31. Auf der schneidenden Axe jeder Hyperbel: — — ^=1 

liegen in der Entfernung ± c = i ]/a^ + b^ vom Mittelpunkte zwei 
Pole, in Beziehung auf welche die Hyperbel die beiden Polargleichungen: 

(in) T = — ±^- 

^ ' 1—6 COS 9 

besitzt j wenn die positive Abscissenaxe zugleich Polaraxe und 

p = — , 6 = — ist Biese Pole heißen Brennpunkte der Hyperbel, weil 

jeder von einem Pole ausgehende Lichtstrahl von der Hyperbel als 
Spiegel rückwärts verlängert in den andern Brennpunkt reflektiert wird. 
Die Hyperbel ist zugleich der Ort derjenigen Punkte, für welche die 
Differenz der Entfernungen von den beiden Brennpunkten gleich der 
schneidenden Axe 2 a ist, und das Verhältnis der Entfernungen von 
einem Brennpunkte und der zugehörigen Leitlinie, d, h, einer zur schnei- 
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denden Äxe senkrechten und vom Mittelpunkte um ± — entfernten 
Geraden, = 6 ist 

Wenn wir schließlich die allen drei Kegelschnitten gemeinsamen 
Brennpunktseigenschaften zusammenfassen wollen, so finden wir 
zuerst, daß in Beziehung auf einen Brennpunkt als Pol und die ihn 
enthaltende Hauptaxe als Polaraxe jeder Kegelschnitt die Polar- 
gleichung: 

(IV) '•=1— ^ — 

hat, wo für die Ellipse € < 1 (c = o für den Kreis), für die Parabel 
6 = 1 und für die Hyperbel « > 1 ist. Zweitens sehen wir, daß wir 
jeden Kegelschnitt auffassen können als den Ort derjenigen Punkte, 
für welche das Verhältnis der Entfernungen von dem Brennpunkte 
und der zugehörigen Leitlinie den konstanten Wert b hat (vergl. 
Aufg. 3 in § 7). Drittens werden die von dem einen Brennpunkte 
eines Kegelschnittes ausgehenden Lichtstrahlen durch diesen als Spiegel 
entweder' direkt oder rückwärts verlängert in den anderen Brennpunkt 
reflektiert, wobei man für die Parabel annehmen muß, daß der andere 
Brennpunkt parallel zur Axe ins Unendliche verschwunden ist. Dieser 
Annahme entsprechend können wir endlich auch jeden Kegelschnitt 
auffassen als Ort der Punkte, welche von dem einen Brennpunkte 
und von einem um den anderen Brennpunkt mit der ihn enthalten- 
den Axe als Radius beschriebenen Kreise gleichweit entfernt sind; 
denn dieser Kreis geht für die Parabel in die Leitlinie über, für die 
Ellipse liegt der eine Brennpunkt innerhalb, für die .Hyperbel außer- 
halb des Kreises um den anderen Brennpunkt. 

1. Aufgabe. Man bestimme die Brennpunkte nach der im Anfange 
des Paragraphen entwickelten Methode, indem man von der Scheiteln 
gleichung ax^ + y^ — 2px = der Kegelschnitte ausgeht, wo a für 

die Ellipse, Parabel, Hyperbel die Werte -, 0, — — resp. hat. 

2. Aufgabe. Man stelle nach Satz 19* in § 5 auf S. 45 die 
Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels auf^ den der Dui*ch- 
messer durch irgend einen Punkt der Parabel mit dem Strahle nach 
dem Brennpunkte büdet, und beweise, daß die Halbierungslinien 
Tangente und Normale der Parabel sind. 

Die beiden Gleichungen sind: 

{x - x^) yi - (y - y,) (x^ - f ± (^i +f )) = 0, 

deren Identität mit den Gleichungen der Tangente und Normale auf 
Grund von y^^ = ^p^i nachzuweisen ist. • 
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3. Aufgabe. Man mache die analoge Untersnchnng filr die 
Halbiemngslinien des Winkels, den die Strahlen von einem Punkte 
einer Eklipse oder Hyperbel nach den beiden Brennpunkten bilden. 

4. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Fußpunkte der Lote 
Yon dem Brennpunkte einer Parabel auf deren Tangenten. 

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Fußpunkte der Lote 
von den Brennpunkten einer Ellipse oder Hyperbel auf deren Tan- 
genten. 

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, für welche 
die Summe resp. Differenz der Entfernungen von zwei festen Punkten 
konstant ist 

Man nehme die beiden festen Punkte auf der Abscissenaxe in 
gleichem Abstände vom Anfangspunkte an und bringe die beiden 
Wurzelzeichen der Bedingungsgleichung dadurch fort, daß man vor 
dem Quadrieren auf der einen Seite nur eine Wurzel beläßt. 

7. Aufgabe. Zwei feste Tangenten einer Parabel schneiden auf 
einer veränderlichen Tangente derselben ein Stück aus, welches vom 
Brennpunkte aus unter konstantem Winkel gesehen wird. 

8. Aufgabe. Die Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel 
liegen auf einem Kreise über demjenigen Stücke irgend einer Tan- 
gente als Durchmesser, welches zwischen den Scheiteltangenten der 
großen resp. schneidenden Axe liegt. 

9. Aufgabe. Tangente und Normale einer Ellipse schneiden 
von der großen Halbaxe Stücke ab, deren Produkt gleich dem Qua- 
drate der linearen Excentricität ist 

10. Aufgabe. Die Tangenten eines Kegelschnittes in den End- 
punkten einer durch den Brennpunkt gehenden Sehne schneiden 
sich in einem Punkte, dessen Verbindungslinie mit dem Brennpunkte 
auf der Sehne senkrecht steht 

Man gehe von der Polargleichung für den Brennpunkt als Pol 
aus und beweise zunächst, indem man zuerst wieder zu rechtwinkeligen 
Koordinaten übergeht, aus Satz 24 in § 7 auf S. 60, daß die Polar- 
gleichung jeder Tangente im Punkte (r„ cp,):r ^ eos (y -^ yf) ^ e cos y 
ist, woraus der Satz sofort folgt. 

§ 10. 
Transformation der allgemeinen Kegelsclinittgleicliung auf 

die Hauptaxen. 

Wir waren bisher immer von derjenigen Kegelschnittgleichung 
ausgegangen, welche aus der Scheitelgleichung (Gleichung (1) auf S. 58) 
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durch ParallelTorschiebung entsteht, wir hatten also die Eoordinaten- 
axen stets parallel zu den Hauptaxen des Kegelschnittes angenommen. 
Wenn aber ein Kegelschnitt als irgend ein geometrischer Ort ge- 
geben ist, so lassen sich im allgemeinen die Richtungen der Haupt- 
axen Ton vornherein nicht ohne weiteres angeben. Wir werden 
deshalb den Kegelschnitt auch auf beliebige Axen beziehen und zu« 
sehen müssen, wie wir aus einer solchen Kegelschnittgleichung, welche 
auf irgend ein System rechtwinkeKger Axen bezogen ist, die Haupt- 
axen des Kegelschnittes bestimmen können, unterwerfen wir das 
Koordinatensystem, auf welches die Scheitelgleichung des Kegel- 
schnittes bezogen ist, der allgemeinsten orthogonalen Transformation 
des Satzes 4 in § 2 auf S. 22, so geht diese Scheitelgleichung nach 
Multiplikation mit irgend einer Konstanten offenbar über in: 

(I) Äx^.+ By^ + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + jP= .0, 

und es ist dies offenbar flie allgemeinste Gleichung 2. Grades 
und 2. Dimension in x und y. Es wird hier alles darauf an- 
kommen, diese Gleichung durch Drehung des Koordinatensystems 
auf eine Form zu bringen, in der das Produkt der beiden Koordi- 
naten fortfällt; denn dann haben wir ja diejenige Gleichungsform, 
von welcher wir in § 7 ausgegangen sind. 

Drehen wir das Koordinatensystem um die Amplitude cc, setzen 
also (Satz 3» in § 2 auf S. 21): 

(1) a: = or'cosa — y'sina, y = ar'sina + y'cosa, 
so geht Gleichung (I) über in: 

(2) Äx^ + B'y'^ + 2 C'x'y + 2i>V + 2^y + i^ = 0, 
WO: 

(3) A' = Ä cos^ a + B sin* a + 2 Ccos a sin a, 

(4) B' == A sin* a + 5cos* a — 2 Ccos a sin a, 

(5) C = (5 — A) cos a sin a + C(co8* a — sin* a), 

(6) i>'=J>cosa + .Ä'sina, 

(7) jg^' = — i?sina4- J^cosa. 

Soll also C = sein, so finden wir, weil 2 cos a sin a = sin2ßf 
und cos*« — sin* a = cos 2a, für 2« die folgende Bedingung: 

(8) tg2c. = ^. 

Hierdurch ist 2 u bis auf Vielfache von 180®, a also bis auf Viel- 
fache von 90® bestimmt; das Koordinatensystem selbst ist also voll- 
kommen bestimmt, und es handelt sich nur darum, welche von den 
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' ■' ■ ' 

Tier Hälften zweier rechtwinkeliger Geraden wir als die positiye 
;r-Axe wählen wollen. Wir kommen hierauf noch znrück und be- 
merken nnr noch, daß cc nur dann unbestimmt wird, wenn gleich- 
zeitig C s^O nnd A =: £ ist; dann stellt in der That Gleichnng (I) 
einen Kreis dar, es fehlt in ihr also für jedes rechtwinkelige Koordi- 
natensystem das Produkt der Koordinaten. 

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt leicht : 

(9) J' + ^'^J + B, 

(10) A' -^S = {Ä^B)cos2a + 2C8m2a 

= cos2a{(.4 -B) + 2Ctg2a}=^^{(^ - S)\+ 4C«} 
oder: 

Hieraus folgt: 

(12) A'B' ^ \[{A' + ^2 - {A' --JByi^AJB'- C\ 

Um hiemach Satz 26 in § 7 auf S. 65 anwenden zu können, 
haben wir noch die Größe: 

S' = ÄE^ + JS jya - ÄFF 

durch die KoefQcienten der Gleichung (I) auszudrücken. 

Wir merken zu diesem Zwecke zunächst die aus (10) folgende 
Eelation: 

(13) {Ä - ^)cos 2a = ^ - 5 

an. Unter Berücksichtigung der Identitäten 2cos*a= 1 + cos 2 a 
und 28in*a = 1 — cos 2a finden wir weiter: 

(14) 2i>'* = i>» + JE?2 ^ (52 - j?2)co8 2a + 2i?^sin2a, 

(15) 2E'^ ^.JD^ + E^-- {ß^ - J?«)co8 2a - 2i>JE?8in2a. 

Hieraus folgt: 

2^ = (2)2 + ^(^ + 5)-(^'-5')cos2a(2>2-J'2 + 2i>^tg2a) 

(16) ' -2[AB-C^F^{D^ + E^){A + B)^[A-'B)[D^'-E^--^CDE 

-2{A£-- C^F =-2{äE^ + BD^ '-2CI)E -^ ABF+ C^F). 

Aus dem Satze 26 können wir hiernach den folgenden ableiten: 
32. Durch die Gleichung: 

(I) Ax^ + By^ + 2Gxy + 21)x + 2Ey + F^ 

ist, falls die Große: 

S" ^S= AE^ + BD^ - 2CDE - ABF + (?F 
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von Null verschieden vst und nicht gleichzeitig AB — C^ positiv^ 
(Ä + B)S hingegen negativ ist, stets einer der drei Kegelschnitte dar-* 
gestellte Dieser Kegelschnitt ist eine Ellipse ^ Hyperbel oder Parabel^ 
je nachdem AB — C^ > U, < Ooder sss ist 

Was die Bestimmung des Drehungswinkels cc betrifft, so folgt 
aus (8): 

(17) cos 2cc = ^ , , sin 2 a = 



also: 



(18) t^^^l-co82«^VU-^)' + 4C-(A-^ 

^ ^ ^ 8m2« 2C 

Giebt man hierin der Wurzel ein bestimmtes Vorzeichen, so ist 
cc bis auf Vielfache von 180® bestimmt, was darauf hinauskommt, 
daß man die positive Seite der x-Axe noch willkürlich festsetzen 
kann. Diese Formeln vereinfsCchen sich wesentlich, wenn der Kegel- 
schnitt eine Parabel ist, also AB = C^. Dann geht nämlich die 
Größe unter dem Wurzelzeichen in {A + B)^ über, es wird also, je 
nachdem wir der Wurzel dasselbe oder das entgegengesetzte Zeichen 

B Ä 

wie A + B geben, tg a = 7^ oder = — -; im ersten Falle wird 

B', im zweiten A' verschwinden, wie aus den Gleichungen (3) und 
(4) hervorgeht. Dasselbe folgt auch aus den Formeln: 

2Ä = A + B + {Ä -- B) cos 2a + 2 Csin 2cc 



(19) 



(20) 



== A + B + y{A •^Bf+4: C^ ,- . 
2^ = .J + 5 - (J - 5)cos2ä - 2Csin2a 



= ^ + ^ ^ y(^ -. ^)2 + 4^2. 

Geben wir also, um mit den Festsetzungen in § 7 in Übereinstim- 
mung zu bleiben, der Wurzel stets das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie A + B, so ist jB' von demselben Vorzeichen wie A + B. 
Dann ist für den Fall der Parabel: 

(21) tg«=-:^.= -|. 

Da im Falle der Ellipse und Hyperbel die Halbaxenquadrate 
«2 und J2 durch die Formeln (Gleichungen (16) und (19), S. 63): 

(22) «^ = 7?^, ±^2= " 



bestimmt sind, so ist unserer Festsetzung gemäß a^ stets von dem- 
selben Vorzeichen wie (A + B)S, nach dem letzten Satze für die 
Ellipse also stets positiv. Für die Hyperbel wird man aber, falls 



90 Bestimmung des Mittelpunktes, 

{Ä + B)8 negativ ist, der Wurzel dasselbe Zeichen geben müssen wie 
Ä + B. Ist J + 5 = 0, folglich auch Ä + F = Q, die Hyperbel 
also eine sogenannte gleichseitige (mit aufeinander senkrechten 
Asymptoten), so wird man der Wurzel das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie 8 geben müssen. 

Aus den Formeln (22) folgt noch: 

und: 

(^A\ 4- />2A2 _ " _ ^ 

woraus die Halbaxenquadrate direkt bestimmt werden können. 

SoU für den FaU, daß AB -^ C^^O, der Mittelpunkt eines 
durch Gleichung (I) dargestellten Kegelschnittes gefunden werden, so 
bestimmt man denselben besser direkt als denjenigen Punkt (^ m), 
in welchem alle ihn enthaltenden Sehnen halbiert werden. Setzen 

wir nämlich wieder: 

(25) X =: l + ucosfp, y = m + usin(p, 

so erhalten wir für den Radiusvektor u, der durch (/, m) unter der 
Amplitude (p nach dem Punkte (x, y) des Kegelschnittes gezogen ist, 
die folgende quadratische Gleichung: 

(AP + Bm^ + 2Clm + 21)1 + 2I!m + F 

(25) < + 2u{{Al+ Cm + D)cos(p + {Gl + Bm + ^8iny} 
l + u^{A cos* (p + JB sin* (p + 2 £7 cos y sin y) = 0. 

Soll nun (/, m) Mittelpunkt des Kegelschnittes sein, so muß diese 
Gleichung für jeden Wert von <p zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln 
haben. Hierfür ist die notwendige und hinreichende Bedingung das 
Bestehen der Gleichungen: 

f^Z+ (7m + i> = 0, 

(26) ^ > 

^ ^ \Gl + Bm + B^O, 

woraus folgt: 

2 GE-BD GD-AE , 

V^*^ ^"^ AB-G''' AB-G^' 

auch diese Gleichungen lehren, daß der Mittelpunkt nur dann ins 
Unendliche rücken kann, wenn AB — C* = ist 

Verschwindet zugleich der Koefficient von u^ in Gleichung (25), 
so hat sie unendlich große Wurzeln, oder die Endpunkte des Durch- 
messers rücken ins Unendliche, die zugehörige durch: 



Elemente des Kegelsohnittee in allgemeiner Form. 91 



. - C ± yo^ - AB 

bestimmte Amplitude ist also im Falle der Hyperbel diejenige einer 
ihrer Asymptoten. 

Wir können als Resultat unserer Betrachtungen den folgenden 
Satz aussprechen: 

33. Ist durch Gleichung (I) eine Parabel dargestellt, ist also 
AB — C* =s 0, so besitzt deren Hauptaxe die durch 

(HI) tga=-:^=-| 

bestimmte Amplitude cc. Stellt Gleichung (!) eine Ellipse oder Hyperbel 
dary so ist deren Gleichung, bezogen auf den Mittelpunkt: 

als Anfangspunkt und in Beziehung auf ein um die Amplitude a ge^ 
dreJUes System, wo: 

(V) tg« = }^iZl)!^plii(^ii^, 

die folgende: 

/%.'2 «.'2 

^ _1- LI — 1 



wo: 



(VI) 



a« = 



a« -^ 6« 



^^^^-^^{A + B-Mi^Ä-Bf + AC-), 



d 



*' =^(iF3ö^ (^ + ^ + V(^^^^BFMt;*) ; 



hier ist der Wurzel, je nachdem (A + B)d negativ oder positiv ist, 
dcLSselbe oder das entgegengesetzte Zeichen zu geben wie A + B, falls 
A + B = ist, das entgegengesetzte Forzeichen wie S; die Amplituden 
(p der Asymptoten sind im Falle der Hyperbel bestimmt durch: 

. - c ±ya2 ^ AB 

Wir haben hier immer den Fall <J = ausgeschlossen, weil dann 
Gleichung (I) keinen der drei eigentlichen Kegelschnitte darstellen 
kann, für die Anwendungen kann es indessen doch von Wichtigkeit 
sein, die beiden linearen Faktoren, in welche (I) dann nach § 7, 
S. 62 zerlegt werden kann, direkt anzugeben. Wir gehen dabei aus 
von den leicht zu verifizierenden Identitäten: 

(28) A8^ [CD - AEf - (C^ -• AB)[D^ - AF) , 
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(29) BS = [CE - BDf -^ [C^ ^ AB){E^ - BF) . 
Hieraus folgt, falls J = ist: 

(30) CD-äE=: yc^^-AB^B'^-AF, 

(31) CE-^BJD^ yc» - AB ^E^-BF, 

wo die Vorzeichen der Wurzeln ^B^ — AF und ^E^ — BF durch 
die ührigens willkürliche Wahl des Vorzeichens der natürlich reell 

vorausgesetzten Wurzel yc^ — AB bestimmt sind. 

Wir erhalten also zuerst, falls A von Null verschieden ist: 

A{Ax^ + By^ + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F) 

= [Ax +Cy + Bf - {y\C^ - AB) + i?» - AF+ 2y{CD - AE)) 

(32) { ^{Ax+Cy + D)^-(yy(P--AB+yD^--AF)^ 
= {Ax+ Cy + JD+y^C^-AB + ^B^^ AF){Ax + Cy + B 

^y^C^^AB - yi>2 _ JJP), 

Zweitens aber erhalten wir, falls B von Null verschieden ist, nach 
entsprechenden Zwischenrechnungen: 

B[Äx^ + By^ + 2 Cxy + 2Bx + 2Ey + F) 
(39) - ={Cx+By + E + xyC^-^AB + ^E^^BF){Cx + By + E 

-^xyc^^AB- y^2_ £jify 

Verschwindet drittens A und jB, so daß C von NuU verschieden sein 
muß und wegen S = 0:CF= 2 DE ist, so wird: 

(34) C{Ax^ + By^ + 2Cxy + 2Bx + 2Ey + F)==2{Cy + J)){Cx + E). 

Da nun auf Grund der Gleichungen (30) und (31) leicht zu verifi- 
zieren ist, daß die Koefficienten des ersten Faktors der rechten Seite 
von (32) denen des zweiten Faktors der rechten Seite von (33) pro- 
portional sind und reciprok, so können wir den nunmehr in jedem 
Falle anwendbaren Satz aussprechen: 

34. Ist J = 0, so stellt Gleichung (I)^ falls nicht zugleich A^B 
= C = ist, die beiden geraden Linien : 

(VH) Ax+Cy + B + yyC2_ j^ + y^2_ ^^^ o 

und: 



(VIII) Cx + By+ E + aryc«-. AB + yj'*- BF =- , 

dar, wo sich die Vor zeichen der drei Wurzeln auf Grund der Gleichungen: 

(IX) ^C^-- AB^I)^-AF=^ CB - AE, 

(X) ^C^-- AB-^E^^BF^ CE-^BD . 
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aus einem derselben bestimmen; diese Geraden sind, falls AB — C^ 
von Null verschieden ist, dann und nur dann reell j wenn AB -^ C^ 
negativ ist, oder, falls AB — C^ = ist, dann und nur dann, wenn 
i>* - AF und folglich (nach (IX)) auch E^ - BF positiv üt (CB^AE). 
In dem letzten Falle stellt Gleichung (I) offenbar zwei parallele 
Geraden dar, die für B^ — AF oder E^ — BF = zusammenfallen. 
Wegen der Gleichungen (IX) und (X) liefern dann die Formeln (27) 
keinen unendlich fernen, sondern einen unbestimmten oder unend- 
lich viele Mittelpunkte; in der That sind jetzt die Eoefficienten der 
Gleichungen (26) einander proportional, so daß jeder Punkt der 
Geraden Ax + Cy + B ^ Q als Mittelpunkt der beiden durch 
Gleichung (I) dargestellten parallelen Geraden betrachtet werden kann. 



1. Aufgabe. Man bestimme Lage und Gestalt der folgenden 
Kegelschnitte: 

52^3 + 73y» - 72:ry + 32a: + 74y - 47 = , 

öx» -t- 26xy + 5y> - 16ar + 16y -. 88 = 0, 

25ar« + 144y2 _ UOxy - 338:r = . 

2. Aufgabe. Es ist gegeben ein fester Punkt (0, 0) und eine 
feste Gerade (ar = 2rf), und man betrachte als Bild jedes Punktes 
B{x,y) denjenigen Punkt F{x,y), welcher mit dem festen Punkte 
in einer Geraden liegt und durch den festen Punkt und die feste 

Gerade harmonisch getrennt ist [x = -7-^ , y = , ^ , ] • Es ist 

zu untersuchen, welcher Kegelschnitt das Bild jedes Kreises ist. 
Man zeige im besonderen, daß der Kegelschnitt eine Hyperbel, 
Parabel oder Ellipse ist, je nachdem der Kreis die Mittelgerade 
(x=d) zwischen dem festen Punkte und der festen Geraden schneidet, 
berührt oder nicht trifft, und daß der Mittelpunkt des Kegelschnittes 
das Bild des Poles der Mittelgeraden für den Kreis ist. 

3. Aufgabe. Man bestimme den Mittelpunkt sowie Größe und 
Lage der Hauptaxen derjenigen Ellipse, welche durch schiefe Spiegelung 
irgend eines Kreises an der Abscissenaxe entsteht {x = x—2ycotß, 

4. Aufgabe. Man bestimme und diskutiere den Oi*t der Punkte, 
für welche das Produkt der Entfernungen von zwei festen Geraden 
konstant ist. 

5. Aufgabe. Man bestimme diejenige Parabel, welche dieKoordi- 
natenaxen berührt und irgend einen Punkt (/, m) zum Brenn- 
punkte hat. 
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Führt man zuerst die Bedingungen ein, daß Gleichung (I) eine 
Parabel darstelle, die die Eoordinatenaxen in je zwei zusammenfallen- 
den Punkten trifft, so kann man zunächst Ä, JB, C durch ß, E, F 
ausdrücken; hierbei kann G nur eins der beiden möglichen Vorzeichen 
haben, da Gleichung (I) in dem einen Falle ein volles Quadrat wird. 
Nun kann man (I) entweder auf die Normalform der Parabel trans- 
formieren und die Koordinaten des Brennpunkts mit / und m zu- 
sammenfallen lassen, oder man führt, wie in § 9, die Bedingungen 
dafür ein, daß u aus Gleichung (25) rational durch cos cp und sin (p 
ausdrückbar werde;* hierbei wird man sich mit Vorteil ähnlicher 
Umformungen wie in Gleichung (32) bedienen. 

6. Aufgabe. Man beweise die Relation: 



-\b-a) AB-C^' 



7. Aufgabe. Man wende Satz 34 zur Ermittelung der beiden 
Tangenten an, welche von irgend einem Punkte [x^ , y^ an den Kreis 
[x — ly + (y — rnf = e^ gelegt werden können, unter Berücksich- 
tigung des Umstandes, daß das Produkt der linken Seiten ihrer 
Gleichungen nach Formel (18) in § 6, S. 54 ist: 

((^ - ly + (y - mf - e^) {{x, - If + (y, - mf - e') 
- ((x - l){x^ _ /) + (y - m)(y, - TW) - e^y = 0. 

8. Aufgabe. Man beweise, daß die Größe S verschwindet, wenn 
die linke Seite von Gleichung (I) dem Produkte zweier linearen 
Faktoren gleich ist 

§11. 

Konjugierte Durchmesser der Kegelschnitte. 

Zu den Haupt- oder Symmetrieaxen eines in der Form: 

(I) Ax^ + J?y2 + 2Cxy + ^Dx + 2Ey + F= 

gegebenen Kegelschnittes kommen wir auch, wenn wir fragen nach 
den Durchmessern dieses Kegelschnittes, als welche wir ja die Orte 
der Mittelpunkte paralleler Sehnen in § 7 kennen gelernt haben. 
Wir werden hierbei wieder ausgehen von der in u quadratischen 
Gleichung (25) des vorigen Paragraphen, nämlich: 

Äl^ + Bm^ + 2Clm + 2DI + 2Em + F 
(1) { + 2u[{Äl + Cm + D) cos (p+{Cl + Bm + E) sin (p] 
+ u^{Ä cos^ cp + B sin^ cp + 2 Ccos cp sin cp) = 0, 
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welche für, die Abstände u der Endpunkte der durch (/, m) unter 
der Amplitude q) gezogenen Sehne von dem Punkte (/, w) je zwei 
Werte liefert. Soll also (/, m) Mittelpunkt dieser Sehne sein, so 
muß der Koefficient von 2"m verschwinden, es muß also der Punkt 
(/, m) der Geraden: 

(2) (^cos(jp + C'sinqp)x+(Ccosy + ^8iny)y+i>cos9? + -E^siny = 

angehören, und es erweist sich umgekehrt diese Bedingung auch al& 
hinreichend; Gleichung (2) stellt daher den Durchmesser dar, welcher 
der Ort der Mittelpunkte der unter der Amplitude (p gezogenen 
Sehnen des Kegelschnittes (I) ist Ist (/, m) ein Endpunkt dieses 
Durchmessers, so verschwindet auch das konstante Glied in Gleichung (1), 
dieselbe geht in ti^ = über, die Sehne also in eine Tangente des 
Kegelschnittes; die Tangenten in den Endpunkten jedes Durchmessers 
geben daher die Richtung der Sehnen an, deren Halbierungspunkte 
auf dem Durchmesser liegen. 

Die Amplitude ip des Durchmessers (2) ergiebt sich aus der 
Gleichung: 

/o\ j. . il cos <p + sin op 

Der Durchmesser, welcher der Ort der Mittelpunkte der unter der 
Amplitude ip gezogenen Sehnen ist, hat demnach die Gleichung: 

,., . CE- BD . CD - AE 

(4) xsmy-ycos9) = -^^— ^sinrjp - ^^_ ^2 CQsy, 

wobei natürlich AB ^ C^ zunächst als von Null verschieden 
vorausgesetzt werden muß. Da dann Gleichung (4) eine durch den 
JMittelpunkt unter der Amplitude (p gezogene Gerade darstellt, so 
sind die beiden Durchmesser (2) und (4) einander in dem Sinne 
konjugiert, daß der eine der Ort der Mittelpunkte der dem anderen 
parallelen Sehnen ist 

Gleichung (1) gestattet auch, die Länge u des unter der Ampli- 
tude (f gezogenen Halbmessers zu berechnen, wenn wir den Punkt 
(Z, m) in den Mittelpunkt des Kegelschnittes verlegen. Da dann: 

(5) Äl+Cm + D=Cl+ Bm + E=={) 

wird, so geht das konstante Glied von Gleichung (1), das wir auch 
in der Form: 

1{AI + Cm + JD) + m{Cl + Bm + E) + JDl + Em + F 

schreiben können, über in: 
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w j ■" ö__ 

[ '~ AB- C^' 

Wir erhalten demnach für den gesuchten Halbmesser u die Gleichung: 

(7) Ä cos^ (p + B sin^ (p + 2 (7 cos ^ sin 9p =» .^_ ^,^ -^ . 

Ebenso erhalten wir für den unter der Amplitude t/; gezogenen kon- 
jugierten Halbmesser v: 

(8) ^cos^i/; + B%m^\i) + 2Ccost/;gini/; = ^^_^, ^, 

wobei zwischen (p und 1/; nach (3) die Gleichung besteht: 

(9) Ä cos (f cos 'i^ + jB sin y sini/; + C(cos y sin 1/; + cos t/; sin y) = 0. 

Wenn wir daher beide Seiten der letzten drei Gleichungen der Beihe 
nach mit sin*^, sin^y und — 2 sin '?// sin y multiplizieren und 
addieren, so folgt: 

(10) ^sin«(,,-^) = ^^(^ + ?^). 

Multiplicieren wir ebenso dieselben drei Gleichungen der Reihe nach 
mit cos^t/;, co8*gp und — 2 cos 1/; cos y und addieren sie, so folgt: 

<ll) ^sina(^_^) = ^^(S^ + £2^^). 

Multiplicieren wir endlich die drei Gleichungen der Reihe nach mit 
— cosi/isint/;, — cosysinqp und cos qp sin '(/; + cos 1/; sin 9) und ad- 
dieren sie, so folgt: 

(12) C8m»(,/,-9)=-^^(£^^^ + 22i^). 
Durch Addition der beiden Gleichungen (10) und (11) folgt demnach: 

(13) (^ + ^siuMi^ - <p) = ^^(i + ^). 

Multiplizieren wir weiter die entsprechenden Seiten von (10) und (11) 
und ziehen davon die Quadrate der entsprechenden Seiten von (12) 
ab, so erhalten wir: 

(14) (^^-n3-Mv'-9^) = (-:j5?^.i. 

oder: 

woraus in Verbindung mit (13) folgt: 

(16) u^ + r,2^M±M, 

^ ^ ^ (AB- C V 
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Ehe wir aus diesen Formeln weitere Schlüsse ziehen, leiten 
wir noch die Gleichung ab, in welche (I) bei Transformation auf 
zwei konjugierte Durchmesser übergeht, also bei der Transformation 
(Satz 1 und 3): 

(17) X = l + X cos (f> + y' cos 1//, y = m + :r' sin qp + y' sin t/;. 

Dann geht offenbar Gleichung (I) auf Grund der Formeln (5) bis (9) 
über in: 

TO (J' + S-Ois^-"' 

d. i. in dieselbe Form, die die auf die Hauptaxen bezogene Gleichung 
annimmt. Mit dieser wird sie offenbar identisch, wenn i/; — qp = 90^ 
ist, wo dann Gleichung (9) in: 

(18) {A - J?) sin 29) = 2Ccos2y, 

also in Gleichung (8) des vorigen Paragraphen übergeht. 

Was nun die beiden konjugierten Halbmesser u und t; betrifft, 
80 lehrt Gleichung (15), daß bei negativem AB — C^, also für die 
Hyperbel stets nur einer reell sein kann. Aus Satz 27, S. 71 geht 
in der That hervor, daß je zwei konjugierte Durchmesser der Hy- 
perbel in Nebenwinkeln der Asymptoten liegen. 

Für die Ellipse hingegen sind je zwei konjugierte Halbmesser 
reell, weil die beiden Größen u^ und v^, die nach (15) dasselbe 
Zeichen haben, wegen (16) beide positiv sein müssen (^(y4 + 5)>0 
nach Satz 32, S. 88). Hier sagt offenbar Gleichung (15) aus, daß je zwei 
konjugierte Halbmesser ein Dreieck von konstantem Flächeninhalt 
einschließen, während Gleichung (16) zeigt, daß die Summe der 
Quadrate je zweier konjugierter Halbmesser einen konstanten Wert 
hat. Man kann diesen Gleichungen eine entsprechende Deutung 
auch für die Hyperbel geben, wenn man zugleich mit der gegebenen 
die sogenannte konjugierte Hyperbel betrachtet, deren Gleichung 
aus (11) dadurch entsteht, daß man die Vorzeichen von u^ und 
?;2 wechselt; doch haben die entsprechenden Sätze geringeres 
Interesse. 

Wir können zunächst den folgenden Satz aussprechen: 

35. Je zwei Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel sind ein^ 
ander in dem Sinne konjugiert^ daß der eine der Ort der Mittelpunkte 
der dem anderen parallelen Sehnen ist, und zugleich die Tangenten in 
den Endpunkten des einen dem anderen parallel sind. Je zwei konju' 
gierte Durchmesser der Hyperbel sind durch die beiden Asymptoten ge^ 
trennt, so daß stets die Endpunkte des einen reell, die des anderen 

Schur, Analytische Geometrie. 7 
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tmoffinär sind. Je zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse sind reell 
und bestimmen ein Dreieck von konstantem PlächeninhaÜ ein, und es hat 
zugleich die Summe ihrer Quadrate einen für alle Taxire konstanten 
Wert Schließen die konjugierten Durchmesser ebnen rechten Winkel ein, 
so sind sie die Symmetrie- oder Hauptojcen. 

Setzen wir Gleichung (I) im Falle der Ellipse als schon anf die 
Hauptaxen bezogen oder in der Form: 

voraus, so daß 8 = AB — (7^ _ __^ wird, so geht Gleichung (15) in: 
(20) M r sin (i/; — qp) = a Ä 

über, wobei durch die Wahl des Vorzeichens von den beiden Halb- 
messern entgegengesetzter Richtung, die einem gegebenen konjugiert 
sind, der eine ausgezeichnet ist Aus den Gleichungen (7) und (9), 
welche nunmehr die Form: 

,^-v 1 cos'<jp sin' q) 

^^^> fT» = ~ir + "6*" ' 

(nc)\ A co8<pco8^ sin <p sin V' 

\^^) " -^ + ^2 

annehmen, folgt nämlich, wenn man beide Seiten derselben mit 
sini/; resp. — siny multipliziert und addiert: 

.jjQ\ sin ip cos q> sin {%p — q>) 

also nach (20): 

(24) ü sin 1/; = — M cos y , 

woraus in Verbindung mit (22) folgt: 

(25) V cos t// = — — M sin qp ; 

durch den Endpunkt des einen Halbmessers ist folglich der des 
conjugierten eindeutig bestimmt 

Gleichung (16) nimmt die Form an: 

(26) u^+v^=a^+ h\ 
und liefert in Verbindung mit (20): 

(27) [a ± bf =.u^+v^± 2uv sin {yj - y), 

woraus man a und b berechnen kann, falls die beiden conjugierten 
Halbmesser OF=u und OQ=v ihrer Größe und Lage (^POQ^n)—(p) 
nach gegeben sind; denken wir uns hierbei ö, b,u und v als positive 
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Strecken, so werden wir t/; — qp als positiv und < 180^ annehmen 
müssen (vergl. Gleichung (20)). Sind daher (Fig. 43) R und JSf zwei 
Punkte mit dem BadiusTektor v und den Amplituden xp — 90^ und 
-ip+dO^ oder OB und OB' aus OQ durch Drehung um -90^ und +90^ 
im Sinne von öPnach OQ üher das Dreieck POQ entstanden, so ist 
nach Formel (P) in § 4 auf Seite 39 PR=^a-b und PR'=a + b. 
Dann ist ofifenhar, wenn etwa /i die Mitte von PR ist, Oji* = \RP 
= \{a + b), und der Ereis um fi durch P und R schneidet auf Ofi 




Fig. 43. 

zwei Punkte P' und P" so aus, daß 0F== a und OP"=z b ist. In der 
That hat der Punkt fi nach den Formeln (24) und (25) die Koordi- 
naten : 



(28) 



i X = u cos (p + vsuiip = — cos (p , 

a + b u . 

1/ = usintp — V cos ifj = — - — — sm cp, 



also nach (21) den Kadiusvektor 



a -h b 



Es hat daher P die Abscisse 



u cos qp und P" die Ordinate u sin cp, so daß PP" und PP' die Rich- 
tungen der Halbaxen a resp. ^ sind. Es ergiebt sich hiernach die 
folgende Konstruktion der Großen und Richtungen der Halbaxen einer 
Ellipse aus den ihrer Große und Lage nach gegebenen konjugierten 
Halbmessern OP und OQ : Macht man OR = und J_ OQ, so schneidet der 
Kreis durch P um die Mitte fi von PR die Gerade Ofi in zwei solchen 
Punkten P' und P", daß OP' und OP" die Größen und umgekehrt 
PP" und PP' die Richtungen der beiden Halbojcen angeben (Frözier). 
Wollen wir die Gleichungen der beiden Hauptaxen in unserem 
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m) 



schiefwinkeligeii Koordinatensystem OP, OQ bestimmen, die ja nach 
den Formeln (17) lauten: 

(29; y sin ff + y sin i^ = 0, a'cos tf' + y'cos ip = 0, 

oder nach (24) und (25): 

(80) av3/smrf + buy cos (p = 0, bvxcoscp — auy' sin q) = 0, 

%<) haben wir igfp auszudrücken. Nun folgt aus den Gleichungen 
(24) und (25): 

a^ — b^ 

(Hl) V cos (i^' — qp) = — u cos (psmcp 

und aus (21): 

«odaß wir die folgenden Gleichungen der beiden Halbaxen a und b 
erhalten [vergl. (20)] : 

abvxcos{'(fj — gp) + u[u^ — Ä^y'sin(t/' — y) = 0, 
ü(?/*— A^a:'sin(i/; — q>) — abuy' cos (xfj — qp) = 0. 

Wir haben zweitens den Fall der Parabel zu behandeln, in 
welchem AB — C* = ist. Nehmen wir dann an, daß Ä von Null 
verschieden sei, so kann die Gleichung (2) des Durchmessers, der 
der Ort der Mittelpunkte der unter der Amplitude tp gezogenen 
Sehnen ist, in die Form: 

(84) Ax + Cv + A —r~rr~ == ^^ 

^ ' ^ A cos (p 4- Cainq) 

gebracht werden, es haben folglich alle Durchmesser die durch: 

(35) tgt//=-A 

bestimmte Amplitude i/^, sie sind einander parallel. Da sich 
die Gleichung der Parabel in der Form: 

(36) {Ax + Ct/Y + 2A[Dx + Ey) + AF=0 

schreiben läßt, so ist ersichtlich, daß die Parabel von dem Durch- 
messer (34) in dessen Schnittpunkte mit der Geraden: 

(37) 2{Dx +Ey) + A (Dc^^9±^^\' + j? = o 

^ ' V • jf/ ■ \A coa q) -h C 8in if I 

j^otroflfen wird. Transformieren wir also die Gleichung der Parabel 
auf diesen Punkt 0' (/, m) als Anfangspunkt, auf den Durchmesser (34) 
liU Axe OT und die Tangente in 0' als Axe O'X' mit HiKe der 
Konni'ln (17), so geht Gleichung (36) über in: 
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(38) {Ä cos (f + Csin (pfx^ + 2 ^ (i? cos t// + E^in \p)y = 0, 
oder da: 

(39) Ä = y JH-"7r2 sin ^^ 6' = - y A^ +C~^ cos t//, 

schließlich in: 

(III) x^ sin2 {^-(p) = 2/?y, 

wo: 

hierin mag die Wurzel so gewählt werden, daß p positiv resultiert. 
Für ip — q) = 90® erhalten wir so die bekannte Gleichungsform der 
Parabel, deren Hauptaxe folglich die Gleichung: 

(42) Ax+Cy+^-^^ ^0 
hat und von der Geraden: 

(43) 2{Dx + Ey) + Ä {~~^' + ^ = 
im Scheitelpunkte getroffen wird. 

1. Aufgabe. Man beweise, daß je zwei konjugierte Durchmesser 
einer Hyperbel durch die beiden Asymptoten harmonisch getrennt sind. 

Sind qpj und qpg die Amplituden der beiden Asymptoten, so 
ist daher zu beweisen, daß: 

sin (qPi - (f) : sin (y ^ _ i^) = _ sin (qPg - (f) : sin (qpg — '^) 

(vergl. Formel (24) in § 5, S. 47 und Satz 33 in § 10, S. 91.) 

. 2. Aufgabe. Es ist zu beweisen, daß eine in der Form (I) 
dargestellte Hyperbel in die konjugierte übergeht, wenn man F in 

F + p __ ^g verwandelt, die übrigen Koefficienten aber ungeändert 

läßt (Gleichung (7) und (8)). 

3. Aufgabe. Diejenigen Sehnen einer Ellipse oder Hyperbel, 
welche einen Punkt derselben mit den Endpunkten eines Durch- 
messers verbinden, sind zwei konjugierten Durchmessern parallel. 

4. Aufgabe. Man bestimme die einander gleichen konjugierten 
Durchmesser einer Ellipse. 

Sie fallen auf die Diagonalen des der Ellipse umschriebenen 
Rechtecks. 

5. Aufgabe. Gleitet eine Strecke mit ihren Endpunkten auf 
irgend zwei festen Geraden, so beschreibt irgend ein Punkt der 
Strecke oder ihrer Verlängerung eine Ellipse, von der die festen 
Geraden Durchmesser sind, und zwar erhält man die Endpunkte des 



102 Po2 und Polare. 



jedem dieser Durchmesser konjugierten Dnrchmessers, wenn die be- 
wegliche Stecke auf ihm senkrecht steht 

Macht man die eine der festen Geraden zur Abscissenaxe, so 
dr&cke man die Koordinaten des beweglichen Punktes durch die 
Amplitude der beweglichen Strecke aus. 

6. Aufgabe. Irgend zwei Durchmesser einer Ellipse oder Hy- 
perbel schließen mit den ihnen zugeordneten Sehnen durch irgend 
einen Punkt des Kegelschnittes ein Yierseit ein, dessen Flächeninhalt 
unabhängig ist von der Lage des Punktes auf dem Kegelschnitte 
(flächensatz des ApoliiOnius). 

Man nehme die Gleichung des Kegelschnittes in der Form 
Ax^+ By^ + jP = an und bestimme die Schnittpunkte der den 
Amplituden tp und i/; zugehörigen Durchmesser mit den Sehnen 
durch [ly 9») und den Amplituden %p resp. ^, so ist der Satz leicht 
zu yerifizieren. Apolloniüs benutzte ihn, um von einem Paare kon- 
jugierter Durchmesser zu einem anderen überzugehen, und dem 
entsprechend kann der Beweis auch in schiefwinkeligen Koordinaten 
geführt werden. 

7. Aufgabe. Werden parallele Sehnen eines Kegelschnittes 
um ihre Mittelpunkte um dieselbe Amplitude gedreht, so liegen 
ihre Endpunkte nach der Drehung auf einem Kegelschnitte der- 
selben Art 

Die Gleichung der Endpunkte nach der Drehung kann nämlich 
bezogen auf schief winkelige Koordinatenaxen auf eine der Formen (II) 
oder (ni) gebracht werden; transformiert man diese auf recht- 
winkelige Axen, so folgt unsere Behauptung aus Satz 32, Seite 88. 



§12. 
Pol und Polare, Tangente eines Kegelschnittes, KrOmmungskrels. 

Satz 23 in § 6 der Kreislehre kann auf demselben Wege wie 
dort auch fiir irgend einen Kegelschnitt bewiesen werden. Die Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte P^ (^i» yi) imd P{x, y) schneidet den 
Kegelschnitt: 

(I) Ax^+ By^+ 2Cxy + 2Bx + 2% + i^= 

in zwei Punkten «("^■'. 1^) ^i<tf^, ''-^\ wo 

Ä und X die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
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Ax^^-\^By^^+ 2Cx^y^ + 21) x^ + 2Ey^ + F 

(1) ■ +2X{Axx^+Byy^ + G{xy^+yx^)-{-I)(x+x^)+E{y+y^)-^F) 

■irX\Äx^+By^-^2Cxy+2Dx+2Ey+F)=0 

sind. Sollen also P^ und P durch die beiden Punkte Q und Q des 
Kegelschnittes harmonisch getrennt sein, so dürfen sich die beiden 
Wurzeln X und A' dieser Gleichung nur durch das Vorzeichen unter- 
scheiden und umgekehrt (vergl. S. 34). 

Setzt man daher den Koefficienten von 2X der Null gleich, so 
erhält man die Gleichung des Ortes derjenigen Punkte P, welche 
von dem beliebigen Punkte Pj durch die Endpunkte von P^ ent- 
haltenden Sehnen des Kegelschnittes harmonisch getrennt sind. 
Dieser Ort ist also eine gerade Linie; er geht offenbar in die Tan- 
gente des Punktes P^ an den Kegelschnitt über, wenn auch das 
konstante Glied der Gleichung (1) verschwindet, weil er dann der 
Ort derjenigen Punkte P ist, deren Verbindungslinien mit P^ den 
Kegelschnitt in zwei mit P^ zusammenfallenden Punkten schneiden. 
Wir erhalten daher den folgenden Satz: 

36. Bie Gleichung der Tangente des Kegelschnittes (I) in seinem 
Punkte Pj (aTj, y^ ist: 

(H) {Ax, + Cy, + B)x + {Cx^ + By^ + E)y + Bx^ + Ey^ + P^ 0; 

liegt Pj nicht auf dem KegelschnUte, so stellt diese Gleichung den Ort 
der Punkte dar, welche von Pj durch die Endpunkte von P^ enthalten" 
den Sehnen des Kegelschnittes harmonisch getrennt sind, d. L die söge" 
nannte Polare des Poles P^ für den Kegelschnitt. 

Wollen wir im Punkte P^ nicht nur die Fortschreitungsrichtung 
des Kegelschnittes, die ja seine Tangente angiebt^ sondern auch seine 
Krümmung finden, so werden wir das thun können mit Hilfe 
eines Kreises durch P^, der sich dem Kegelschnitte so nahe wie 
möglich anschmiegt. Wir werden also unter allen den Kreisen, 
deren Mittelpunkte auf der Normalen von P^^ d. h. derjenigen Ge- 
raden, welche in P^ auf der Tangente von P^ senkrecht steht, liegen, 
denjenigen aussuchen müssen, von dem noch einer der beweglichen 
Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte nach Pj fällt. Um diese Unter- 
suchung bequemer ausführen zu können, verlegen wir den Anfangs- 
punkt nach P^, setzen also: 

(2) X = x^ + X, y = yi + y\ 
wobei die Gleichung des Kegelschnittes in: 

(3) Ax'^ + By^ + 2 Cx'y' + 2B'x + 2E' y = 
übergeht; hierbei istj 
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(7) 



(4) jy= Äx^+ Cy^+ B, E'^ Cx^+ By^+ E, 

Die Gleichung der Tangente in Pj wird nunmehr: 

(5) I/x'+EiJ^O, 

so daß qB', oE' die Koordinaten irgend eines Punktes der Normale 
in Pj sind; hierbei bedeutet o irgend eine Größe zwischen — oo 
und + CX5, deren Dimension Ton der Dimension von V und E' ab- 
hangt. Der Kreis durch Pj um [oI)\ oE') als Mittelpunkt hat die 
Gleichung: 

(6) x' + y^--2Q{irx+Ey') = 0. 

um die mit o yeränderlichen Schnittpunkte dieses Kreises und 
des Kegelschnittes zu finden, bemerken wir, daß jedes Wertsjstem 
{x, y\ das den Gleichungen (3) und (6) genügt^ auch die Gleichung: 

Jx2+ %'»+ 2C7ary+ 2i)V+ 2Ey' 

für irgend einen Wert der Größe l befriedigt. Umgekehrt wird 
aber auch jedes Wertsystem, das die Gleichungen (3) und (7) bei 
einem von Null verschiedenen Werte der Größe A befriedigt, der 
Gleichung (6) genügen. Nun werden wir doch X stets so bestimmen 
können, daß Gleichung (7) zwei gerade Linien darstellt, von denen 
die eine die Tangente in P^ ist, da diese ja zwei gemeiusame, aber 
zusammenfallende Punkte des Kegelschnittes und des Kreises ent- 
hält Nimmt man in der That an, man könne der Gleichung (7) 
die Form: 

(8) [B'x' + E'y') (ax + ßy' + y) = 

geben, so folgt durch Vergleichung der Koefficienten von x^, y'% 
X y'j X y y'y daß : 

(9) aI)'=Ä + X, ßE'^B + X, aE' + ßB' = 2C, 

(10) yB = 2B' (1 - Xq), yE = 2E\\ - Xo). 

Multipliziert man die dritte der Gleichungen (9) mit B^E\ so 
ergiebt sich durch Einsetzung der Werte von a und ß: 

(1 1) X (Z)'2 + W^ + AE'^^ BB'^ - 2 CB'E = 
oder: 

(12) A= ^ D'i'VW^' 



welche Gleichung, wie man sich leicht überzeugt, auch noch richtig 
bleibt, falls B' oder E' ^Q ist Geben wir also der Größe X den 
obigen Wert, so läßt sich die linke Seite der Gleichung (7) wirklich in 
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zwei Faktoren zerlegen, deren einer = gesetzt die Gleichung der 
Tangente in P^ darstellt, während der andere die gerade Linie: 

liefert Da nns nur die Krümmung eines nicht in zwei gerade Linien 
zerfallenden Kegelschnittes interessieren wird, so können wir S^ und 
folglich auch A als von NuU verschieden annehmen und folglich 
das Resultat aussprechen: Der Kreis (6) hat mit dem Kegelschnitte 
(3) neben der Tangente (5) stets noch die Sehne (13) gemein. Man 
wird bemerken, daß diese gemeinsamen Sehnen bei veränderlichem 
Q doch untereinander parallel bleiben, was konstruktiv von großer 
Bedeutung ist 

Soll nun der Kreis (6) die Krümmung des Kegelschnittes im 
Punkte Pj angeben oder sein Krümmungskreis sein, so muß oflfen- 
bar auch ein Endpunkt der gemeinsamen Sehne (13) nach P^ fallen 
oder diese muß durch P^ gehen, d. h. es muß sein: 

(14) B'^+W^+S^Q =0. 

Der gesuchte Krümmungskreis hat demnach die Gleichung: 

(15) x^ + y'2 + ^^^" + ^"^ [B'x + Wy) = 
oder: 



(16) \x + B -^, j +\^g + £ ^,- 

üm hierin d' durch die Koefficienten der ursprünglichen Gleichung (I) 
auszudrücken, bemerken wir, daß: 

S' = JS'{ÄII' - CB) + B' {BB- CE') 

= [Cx^ + By^ + E) {{AB - C^y^ + AE - CB) 

(17) I + {^Ax^ + Cy^ + B) {{AB - C^) x^+BB- CE) 

= {AB - C^{Ax^^+ By,^+ 2Cx^y, + 2Bx^+2Ey^) 
+ AE^+BB^-2CBE', 

bedenken wir, daß die Koordinaten x^, y^ der Gleichung (I) genügen, 
so folgt, daß d" = S ist. Wir erhalten daher das folgende Resultat: 

37. Ber Mittelpunkt des Krümmungskreises im Ptmkte P^ an den 
Kegelschnitt (I) hat die Koordinaten: 

X, - ^^{Ax, + Cy, + 1)\ y, - ^{Cx^ + By, + E) 
und sein Badius ist H — r- ' w?ö; 
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Konstruktion der Krümmunggkreises. 



N^ = {Äx^ + Cy^ + Bf + {Cx^ + %, + Jif, 

Zur Konstraktion des Erümmnngskreises oder seines Mittel- 
punktes, des sogenannten Krümmungsmittelpunktes, können die fol- 
genden Bemerkungen dienen. Nehmen wir an, daß die Eoordinaten- 
axen den Hauptaxen parallel seien , also C=Q sei, so geht die 
Gleichung der gemeinsamen Sehne des Erummungskreises mit dem 
Kegelschnitte über in: 

(18) B'x--Fy'=0, 

diese Sehne ist daher das Spiegelbild der Tangente von P^ in Be- 
ziehung auf die Parallelen zu den Koordinatenaxen durch P^, wonach 




\ 



Fig. 44. 

ihre Lage leicht gefunden werden kann. Der durch ihren Mittel- 
punkt jU gehende Durchmesser des Kegelschnittes (Fig. 44) enthält 
die Berührungspunkte der zu ^iP^ parallelen Tangenten, die offenbar 
die Spiegelbilder von Pj für die Hauptaxen sind, wonach auch ^i 
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mit Hilfe der Hauptaxen leicht konstruiert werden kann. Nunmehr 
schneidet das Lot in fi zn fiP^ auf der Normale den gesuchten 
Krümmungsmittelpunkt aus. 

Eine andere Methode, den Krümmungsmittelpunkt zu kon- 
struieren, fließt aus der auf einen Brennpunkt F als Anfangspunkt und 
die ihn enthaltende Hauptaxe als Polaraxe bezogenen Gleichung: 

(19) r = — ^ 

1 — e cos <p 

[Formel (IV), S. 85]. 

Durch die Substitution: x = rcosy, y = rsinqp geht diese Glei- 
chung über in: 

(20) X^ (1 - 6^ + y« - 2jE>6X - /?« = 0, 

woraus sich ergiebt: 8 = p\ i)' = (1 — 6^)^:^ — /?« = ^Tj — € r^ E'^^y^ 
Da nunmehr: 

(21) (^ - ^i)yi - (y - yi)(^i - crj = 

die Gleichung der Normale des Punktes P^ ist, so schneidet diese 
die Abscissenaxe in einem Punkte SK, dessen Koordinaten 67*^,0 sind; 

es ist daher N = y D'^ + E'^ = P^. Betrachten wir andererseits 

den Punkt SR des Radiusvektors FP^ , für den SSiP^ = p ist, den Punkt 
also mit den Koordinaten (r^ —p) cos cp^ , [r^—p) sin qp^ oder ar^ cos^qp^, 
erj cos^j sinqp^, so ergiebt sich: 



(22) WSl = ya^r^^sin^yj + ß^r^^cos^qPjSin^qpj = «r^sin^pj, 

es ist folglich SU der Fußpunkt des Lotes von 9i auf FP^, also: 

(23) |p = ^ = co8(l'Pj5R). 

Schneidet daher das Lot in SSI auf P^SSi den Radiusvektor FP^ in 
9?!, so trifft das Lot in SR^ auf SR^Pj die Normale in dem gesuchten 
Krümmungsmittelpunkte; zugleich sieht man, daß das Lot in SR auf 
dem Radiusvektor die Abscissenaxe in einem Punkte SR der Normale 
schneidet. Diese Methode versagt für y^ = oder 180^; in letzterem 
Falle findet man leicht B' = — jt?, also N=p^ so daß der Krümmungs^ 
radius in den Scheitelpunkten der Axe durch die Brennpunkte gleich 
dem halben Parameter p ist. 

Wir können dies Resultat verallgemeinem durch eine dritte 
Methode zur Bestimmung des Krümmungsradius, die allerdings nur 
für die Kegelschnitte mit Mittelpunkt gilt. Der der Tangente in P^ 
parallele Halbmesser u ist nach Formel (7) auf S. 96 bestimmt durch: 
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Konstruktion des Krümmungskreises. 



d N^ 



AB - C^u* 



— , = AE'^ + BB'^ - 2 CB'E = S 



u^^ 



N^ 



(24) 
oder: 

(^^) " '^ AB- C^ 

Ist ferner der Mittelpunkt der Anfangspunkt, also B — E = 0, so 
ist der Abstand d des Mittelpunktes von der Tangente in Pj nach 
Satz 7 in § 3 auf S. 27: 

(26) d= ±^ 



N 



jSfs 



iV u 

Da nunmehr S = — F[AB — C^) ist, so wird ± y = ± y ^^ wir 

folgendermaßen ausdrücken können: (Fig. 45). 




Fig. 45. 

38. Ber Krümmungsradius in dem Punkte Pj einer Ellipse oder 
Hyperbel ist gleich dem Quadrate des der Tangente in Pj parallelen 
Halbmessers dividiert durch den Abstand des Mittelpunktes von dieser 
Tangente. 

Das Lot durch den Schnittpunkt der Tangenten in den zwei 
Scheitelpunkten einer Ellipse auf die Verbindungslinie derselben 
schneidet daher auf ihren Axen die zugehörigen Krümmungsmittel- 
punkte aus; ebenso schneidet das Lot durch den Schnittpunkt der 
Tangente in einem Scheitelpunkte der Hyperbel mit einer Asymptote 
zu dieser auf der Axe den zugehörigen Krümmungsmittelpunkt aus. 
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1. Aufgabe. Man bewerkstellige die Zerlegung der Gleichung(7) 
in die beiden Faktoten der linken Seite Ton (8) mit Hilfe des Satzes 34 
in § 10 auf S. 92. 

2. Aufgabe. Man berechne die Koordinaten des Punktes, in 
dem der Krümmungskreis den Kegelschnitt außer in P^ noch trifft. 

Ist (7=0, so nndet man: ar == ^ — > y = — — ^ — j • 

3. Aufgabe. Man bestimme die Krümmungsradien in den 
Endpunkten der auf der Brennpunktsaxe senkrechten Sehne durch 
einen Brennpunkt. 

4. Aufgabe. Die Fußpunkte der Normalen, die von irgend 
einem Punkte (Z, m) außerhalb des Kegelschnittes gegen diesen ge- 
zogen werden können, liegen auf einer Hyperbel, deren Asymptoten 
den Hauptaxen des Kegelschnittes parallel sind. 

Die Gleichung der Hyperbel entsteht, wenn man in der Gleichung 
der Normale x = l, y == m setzt; die Hyperbel berührt den Kegel- 
schnitt, wenn (/, m) der Mittelpunkt des Krümmungskreises eines 
Fußpunktes ist, in diesem. 
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Zweiter Abschnitt 



Geometrie des Raumes. 



§13. 

Paralielkoordinaten , Parallelverschiebung des Koordinatensystems 

und Polarkoordinaten. 

Die Bestimmung eines Punktes P im Räume geschieht in Be- 
ziehung auf drei nicht in derselben Ebene gelegene Axen OX, OY, 
OZ (Fig. 46), deren Abschnitte positiv oder negativ zu rechnen sind, 
je nachdem sie in der Sichtung von nach resp. X, Y, Z oder um- 
gekehrt laufen. Dies 
vorausgesetzt versteht 
man unter den Koordi- 
naten Xj xfy z des Punktes 
P die Abschnitte OP^ 
OP , OP , welche die 
durch P parallel zu den 
Ebenen OYZ , OZX, 
OXY gelegten Ebenen 
auf OX, OY, OZ resp. 
machen. Dieser Defini- 
tion zufolge besitzt jeder 
Punkt P des Raumes 
in Beziehung auf die 
drei Axen OX, OY, OZ 
drei Koordinaten x, j/, z 
mit je einem bestimmten 
Vorzeichen, aber auch je dreien mitbestimmten Vorzeichen behafteten 
Strecken oder Zahlen x = OP^, y = OP^, z = OP^ entspricht ein 
und nur ein bestimmter Punkt P des Raumes. Man findet ihn ent- 
weder dadurch, daß man die gegebenen Strecken Xy y, z als OP^, 
OP , OP auf OX, OYy OZ ihrem Vorzeichen gemäß aufträgt und 




Fig. 46. 
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durch P^, P , P^ resp. die Paxallelebenen zu den Ebenen OFZ, 
OZX, OXY legt, bis sie sich in dem gesuchten Punkte P schneiden, 
oder dadurch, dass man zuerst in der Ebene OXY den Punkt Q 
mit den Koordinaten x, y konstruiert und auf der Parallelen durch 
Q zu 0^ die Strecke 2: als QP ihrem Vorzeichen gemäß aufträgt, 
wobei PJ*#Oq ist. 

Die drei Koordinatenebenen 0X7, OYZ^ OZX teilen offen- 
bar den ganzen Eaum in 8 Teilräume entsprechend den 8 ver- 
schiedenen Kombinationen der Vorzeichen der Koordinaten o:, y, z; 
für die Punkte der Koordinatenebenen selbst verschwindet je eine 
der drei Koordinaten, während für die Punkte der Koordinaten- 
axen OZ, OYy 0^ je zwei der drei Koordinaten verschwinden, und 
der Anfangspunkt die Koordinaten a: = y = z = hat. 

Was die bildliche Darstellung der räumlichen Figuren 
in einer Ebene betrifft, so werden wir uns immer der Parallel- 
projektion bedienen, bei welcher die Punkte der räumlichen Figur 
durch Parallelstrahlen auf die Zeichenebene projiziert werden. Hier- 
bei werden offenbar je zwei -parallele Strecken durch parallele Strecken 
von demselben Verhältnisse abgebildet Kennt man daher die Bilder der 
drei Koordinatenaxen OX, OY, OZ und die Verhältnisse A, ju, v, in 
welchen die ihnen parallelen Strecken im Bilde vergrößert oder ver- 
kleinert sind, so kann man auch das Bild jedes durch seine Ko- 
ordinaten X, y, z gegebenen Punktes P konstruieren, da man die 
Bilder von OP^, P^Q, QP nur der Keihe nach den Bildern von OX, 
OY, OZ parallel und Aar, /xy, vz resp. gleich zu machen braucht. 
Hierbei werden wir gewöhnlich die Annahme machen, daß die Ebene 
YZ der Bildebene parallel sei oder, was hier auf dasselbe hinaus- 
kommt, in sie hineinfalle, so daß fi = v = 1 wird. Dann können 
wir offenbar das Bild eines Punktes P^ außerhalb der Axen OY 
und OZ beliebig annehmen, insofern seine Verbindungslinie mit dem 
Originale von P^ die Richtung der Projektionsstrahlen angiebt. 
(Kavalierperspektive). Da wir es fast ausschließlich mit dem 
Falle zu thun haben werden, daß die drei Koordinatenaxen senk- 
recht aufeinander stehen, so werden wir gewöhnlich die positive 

Seite von OX gegen den Beschauer gerichtet, das Bild ihrer negativen 
Seite in die Halbierungslinie des Winkels YOZ und A = ^ annehmen; 
denn diese Annahme liefert hier i. a. besonders anschauliche Bilder. 
Soll dann das Bild einer Figur in einer der Bildebene nicht 
parallelen Ebene entworfen werden, z. B. irgend eines Quadrates in 
der Ebene OXY, so wird man sich diese Ebene häufig mit Vorteil 
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Parallelverschiebung der Koordinatenaxen, 



um ihre Büdspnr {OY) in die Bildebene umgeklappt denken^ erst 
die Figur in der ümklappung in ihrer wahren Gestalt zeichnen und 
hieraus ihr Bild auf Grund folgender Beziehungen ableiten können : 
Bild und ümklappung jeder Geraden schneiden sich auf der Um- 
klappungsaxe, und die Verbindungslinien des Bildes und der Um- 
klappung jedes Punktes sind einander parallel. 




»r 






Fig. 47. 

Besitzt nunmehr der Anfangspunkt 0' eines neuen Koordinaten- 
systems (Fig. 47), dessen Axen O'J', OT', aZ' mit den Axen ÖX, 
OY, OZ resp. gleichgerichtet sind, in dem alten Systeme die Koordi- 
naten a = OA, b = OB^ c = OC, so daß Ä, B, C in den Ebenen 
arZ', aZU, aX'J' resp. liegen, so ist offenbar (vergl. S. 16 
in § 1): 
(1) :r = OP^ = 0^ + ^P^ = a + O'P; = a + :r', 
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(2) y = OF^ = OB+BP^ = b + O'P^ = * + y , 

(3) z = op^=^oc+cp^=^c + ap; = c + z\ 

Wir erhalten daher den Satz: 

39. JEin Punkt P, dessen Koordinaten in Beziehung auf die Äxen 
OXy OY, OZ X, y, z sind, besitzt in Beziehung auf die Axen (7X', 
O'T', 0' Z\ die mit OX, OY, OZ resp. gleich gerichtet sind, und deren 
Anfangspunkt 0' in dem alten Systeme die Koordinaten a, b, c hat, die 
Koordinaten x' = a: — a, y' = y — Ä, 2' = z — c. 

Hahen wir bisher über die Winkel, welche die Eoordinatenaxen 
miteinander einschließen, keine besonderen Voraussetzungen gemacht, 
so werden wir von nun an mit seltenen Ausnahmen annehmen, daß 
die drei Eoordinatenaxen senkrecht aufeinander stehen, wir werden 
uns im wesentlichen mit sogenannten rechtwinkeligen Koordinaten 
beschäftigen. Da ist es wichtig, die Beziehungen kennen zu lernen, 
die zwischen den rechtwinkeligen Koordinaten x, y, z eines Punktes 
P einerseits und den Winkeln andererseits bestehen, welche der 
Eadiusvektor r = OP mit den Koordinatenaxen einschließt. Hierzu 
bedarf es aber einer Auseinandersetzung über die Winkelmessung 
im Kaulbe. Da wir nämlich auch hier davon ausgehen müssen, 
daß zwei mit je einem bestimmten Sinne behaftete Geraden den- 
selben Winkel einschließen, wie zwei ihnen gleich gerichtete, so wird 
es unmöglich, diese Forderung in Einklang zu bringen mit der Fest- 
setzung eines positiven Drehungssinnes in jeder Ebene. Denn sobald 
diese Ebene bei paralleler Verschiebung anfängt, dem Beschauer 
eine andere Seite zuzukehren, wird auch dieser Drehungssinn einer 
neuen Festsetzung bedürfen. Wenn aber die Möglichkeit der Fest- 
setzung eines bestimmten Drehungssinnes in der Ebene eines Winkels 
fehlt, so kann dieser Winkel, da ja seine Schenkel bestimmte Halb- 
strahlen sind, noch zwei verschiedene Werte haben, die sich zu 360^ 
ergänzen. Da wollen wir denn künftig, so lange in besonderen 
Fällen nicht ausdrücklich eine Ausnahme davon gemacht wird, unter 
dem Winkel zweier Halbstrahlen stets den nicht oberhalb 
180^ gelegenen (positiven) verstehen; denn für einen gestreckten 
Winkel fällt ja die Doppeldeutigkeit von selbst fort Übrigens wird 
diese Festsetzung meist nicht von Belang sein, da es sich vorwiegend 
um die Kosinus der Winkel handeln wird, die sich ja bei Ver- 
tauschung des Vorzeichens der Winkel nicht ändern. 

Diese Bemerkung ist wichtig, um einzusehen, daß aus dem ersten 
Hilfssatze auf S. 19 in § 2 unmittelbar der folgende sich ergiebt: 

Hilfssatz: Die orthogonale Projektion AB' der Strecke AB der 

Schub, AnalTtische Geometrie. 3 
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Bichiumgakosinus einer Oeraden. 




! 



Geraden g auf die Gerade g' ist immer auch dem Far zeichen nach 

AB C03(g, g'), wie auch die positiven Ricktungen auf g und g fest-- 

gesetzt sein mögen. 

Schneidet nämlich (Fig. 48) die mit g' gleich gerichtete Gerade g' 

durch Ä die auf ^' senkrechte 
Ehene durch B in B"y so ist 
Ä'B = AB" und ^{g, g') 
=:^{g, g'), also, da nach 
jenem Hilfssatze AB' ^ 
AB cos {g, g'), auch Ä B =^ 
AB cos ig, g). 

Schließt nunmehr der Eä- 

diusvektor r=OP des Punk- 

■p. ^g tes P mit den rechtwinkeligen 

Koordinaten ar, y, z mit den 
Koordinatenaxen OX, 0¥, OZ die Winkel Ä, ii, v ein (Fig. 49), so 
ergeben sich aus diesem Hilfssatze sofort die folgenden Formeln: 

Z ix = rcos A, 

(I) ly^rcosix, 
\ z =^ r cos V ; 

denn P. P. P, sind 
hier die orthogonalen 
Projektionen von P 
auf die drei Koordi- 
natenaxen. Da hier 
die drei Koordinaten 
X, y, z durch vier 
Größen r, A, /ic, v 
^ Y ausgedrückt sind, so 
ist klar, daß die 
letzteren nicht unab- 
hängig voneinander 
sein können. In der 
That lehrt eine ein- 
fache geometrische 
Überlegung, daß von 
den drei Winkeln A, /i, v der eine durch die beiden anderen bestimmt 
sein muß. Wir finden diese Beziehung zwischen A, fi, v aus einer Formel, 
die uns auch später noch von Nutzen sein wird. 




Fig. 49. 
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Projizieren wir nämlich das geschlossene Polygon OPQP^O 
orthogonal auf irgend eine Gerade g, deren positive Seite mit den 
Halbstrahlen OP, Ol, OY, OZ der Reihe nach die Winkel &, a, /?, y 
einschließt, so ist nach dem zweiten Hilfssatze auf S. 20 in § 2^ 
der natürlich auch für den Baum gilt: 

(II) r cos 1? = jr cos a + y cos ß + z cos y. 

Lassen wir daher g mit OP zusammenfallen, setzen also t?- = 0, a = i, 
ß = fjL, y = '^y so folgt nach Multiplikation Ton (11) mit r in Rück- 
sicht auf (I): 

(HI) r« = :r2 + y» + z«, 

und hieraus wiederum: 

(IV) cos* X + cos* iJL + cos* V = 1 , 

worin wir die gesuchte Beziehung gefunden haben. Es können aber 
auch umgekehrt drei reelle Größen I, ni, ii, flir welche I* + m* + n* = 1, 
stets als die Kosinus der Winkel X, fi, v eines Strahles OP mit 
den Axen betrachtet werden. Nach (III) hat hiernach nämlich der 
Punkt P mit den Koordinaten rl, rm, rn, wo r irgend eine positive 
Strecke ist, den Badiusvektor r, die Kosinus der Winkel, die OP 
mit den Koordinatenaxen einschließt, sind demnach nach (I) I, m, n. 
Wir haben daher den Satz: 

40. Die Summe der Quadrate der Kosinus der Winkel, die irgend 
eine Richtung mit drei zu einander rechtwinkeligen Äxen einschließt^ hat 
stets den Wert i, und drei dieser Bedingung genügende reelle Großen 
können stets als die Kosinus solcher Winkel angesehen werden. 

Hiemach muß es möglich sein, diese drei Kosinus oder die 
sogenannten Eichtungskosinus eines Badiusvektors OP durch zwei 
Größen auszudrücken. Dies kann auf folgende besonders für physi- 
kalische und astronomische Untersuchungen bequeme Art geschehen. 
Bezeichnen wir die Amplitude des Punktes Q in Beziehung auf die 
rechtwinkeligen Axen OX und OY (Fig. 50, die Bilder der beiden 
in der Figur dargestellten Kreise sind offenbar Ellipsen mit den 
konjugierten Halbmessern OX, OY resp. OR, OZ, vergl. Aufg. 3, 
S. 120) wie gewöhnlich mit qp, so ist ja: 

(4) ar=OQ cos 9), y ^ OQwi(p. 

Bezeichnen wir ferner den zwischen und 90^ gelegenen Winkel 

QOP mit 'kfjj indem wir ihn positiv oder negativ rechnen, je nach- 
dem P auf derselben Seite der Ebene OXY liegt wie Z oder nicht, 
so ist: 

(5) OQ = r cos xfj, z = r sin ip, 

8* 
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also durch Zusammenfassung der Gleichungen (4) und (5): 

(V) X = r cos ip cos (p, y = r cos t^ sin ^ , z = r sin i//. 

Den Gleichungen (I) zufolge ergieht sich daher: 

(6) cos k — cos t// cos (p, cos fA = cos 1/; sin tp, cos v = sin t//, 

woraus ein neuer Beweis des Satzes 40 folgt. 

Denken wir uns r, (p, xfj, welche die räumlichen Polar- 
koordinaten des Punktes P heißen, gegeben, so befindet sich P 

zunächst auf der 
^ Kugelfläche um 

als Mittelpunkt mit 
dem Eadius r. Be- 
trachten wir auf die- 
ser den Punkt der 
positiven resp. nega- 
tiven Seite der ^r-Axe 
als den Nord- resp. 
Südpol, den Kreis in 
der Ebene OXY als 
den Äquator und den 
Punkt von OX als 
den Nullpunkt des- 
selben, so ist offen- 
bar (p die geogra- 
phische Länge und 
t/; die geogra- 
phische Breite des 
Punktes P auf der Kugel. Ist x, y, z gegeben, so ergeben sich 
zuerst aus (4) OQ und (p als die Polarkoordinaten des Punktes Q 
{x, y) in der Ebene OXY und alsdann aus (5) r und if) als die 
Polarkoordinaten des Punktes P mit den Koordinaten OQ und z 
in der Ebene OQZ. Da OQ stets positiv ist, so ist ip in der That 
ein Winkel des ersten oder vierten Quadranten, in welch letzterem 
Falle er nach dem Obigen negativ zu rechnen ist, während die 
geographische Länge tp alle Werte von bis 360® annehmen 
kann. 

Wir werden kaum Veranlassung haben, von diesen räumlichen 
Polarkoordinaten Gebrauch zu machen, werden uns vielmehr besser 
der Formeln (I), (III) und (IV) bedienen, welche wir in dem folgen- 
den Satze zusammenfassen wollen: 




Fig. 50. 



Die Entfernung zweier Punkte. 
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41. Sind Xy y, z die rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes P, 
und schließt der Badiusvektor r == OP mit den drei Koordinatenaxen 
OXj OT, OZ die fVinkel k, fi, v ein, so ist: 

(I) X = r cos X, y = r cos fi, z == r cos v, 

(III) cos^ k + cos* fi + cos* V = l 

und: 

(V) r^^x^ + 7/^ + z\ 



Aufgabe. Man bestimme die räumlichen Polarkoordinaten des 
Punktes mit den rechtwinkeligen Koordinaten 20, 48, 39. 



Die Entfernung und die Verbindungslinie zweier Punkte, 
die Gleichungen der geraden Linie. 

Haben zwei Punkte Pj und P^ (Fig. 51) in Beziehung auf die 
zu einander rechtwinkeligen Axen OX, OF, OZ die Koordinaten 

z^, so haben dieselben 
Punkte in Beziehung 
auf die gleichgerichteten 
Axen durch den Punkt 
Pj nach Satz^ 39 die 
Koordinaten 0, 0, und 

^2 ^l> ^2""^!' ^2~^l* 

Bezeichnen wir daher 
mit d die Entfernung 

p^p^ '^^^ ^^* ^> ßy y 

die Winkel, die P\P., 
mit den Koordinaten- 
axen einschließt, so ist 
nach Satz 41 ; 




Fig. 51. 



(I) P^P^^ = {x^ -x,)2 + (y, - y,)2 + [z, - Z,f = ^2 
und: 

(II) ^2 — a?i = d cos cc, ^2 "~" ^1 = dcosß, z^ ^ z^ = dcosy. 

Wir haben demnach den Satz: 

42. Die Gerade von dem Punkte P^ mit den rechtwinkeligen Koordinaten 
^1» Vi' ^1 ^^^^ ^^^ Punkte Pg (x^, 1/2, z^) ^^^ ^^^ Bichtungskosinu^ 
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x^^ y^y,^ *^^ ^^ rf=y(x,_xj)» + (y,-yj)»+(z,-z,)2 

die Entfernung der Punkte P^ und P^ ist. 

Ist P {x, y, z) ein dritter Punkt der Geraden PjPg' ®^ ^^* nach 
Formel (II), wenn etwa otj ^^^ ^i verschieden ist: 
(1) X — x^ = P^ Pcos a, Xg — ar = PPg cos a, 

also: 



(2) ^-_^ = M = A, 

oder : 

Da diese Formel auch für x^ = x^ gilt, so folgt der Satz: 

43. Teilt der Punkt P mit den Koordinaten x, y, z die Strecke 
Pj Pg im Verhältnisse X = P^P : PP^ , so ist: 

Dieser Satz enthält als Korollar den folgenden: 

43*. Die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke P1P2 sind: 

x^ + x^ yi + y, Xj + ^, 
2 ' 2 ' 2 • 

Nach den Formeln (II) hat offenbar jeder Punkt P, der von 
einem Punkte Ä {a, b, c) einer Geraden g (Fig. 52) mit den Rich- 
tungskosinus cosa, COS/9, cosy^ um das positiv oder negativ zu rech- 
nende Stück u entfernt ist, die Koordinaten: 

(IV) X == a + u cos a, y = b + u cos ß, z = c + u cos y ; 

diese Formeln sind nämlich nach (II) sicher richtig, wenn P auf 
derjenigen von A ausgehenden Seite der Geraden g liegt, * welche 
mit den Koordinatenaxen die Winkel a, /?, y einschließt, wenn also 

u = AP positiv ist. Liegt aber P auf der anderen Seite von ff, so 
müssen wir, um die Formeln (II) anwenden zu können, a, ß, y 
durch 180® — a, 180^-/9, 180® — / ersetzen, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, in (IV) u = AP negativ rechnen. 

Wir wollen dies in den Satz zusammenfassen: 

44. Die Gerade durch den Punkt A (a, b, c) mit den Bichtunffs- 
kosirms cos «5, cos/9, cos/ hat die Gleichungen: 

(IV) X = a + u cos Uj y =z b + u cos /9, z = c 4- m cos /, 

wo die Entfernung u des Punktes P (x, y, z) vom Punkte A positiv 
oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf derjenigen von A 
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ausgehenden Seite der Geraden liegt^ welche mit den Koordinatefuixen 
die Winkel a, ß, y einschließt^ öder auf der anderen. 

Will man den Spnrpunkt G^ der Geraden mit der Ebene XOY 
finden, so hat man nur z = zu setzen, woraus sich u = 
ergiebt, so daß: 



cosy 



(4) 



a: = flr — 



e cos 



a I 008^ n 

- y = ö , r = 

cos;' ^ cos/ ' 




Fig. 52. 

die Koordinaten des gesuchten Spurpunktes sind; ebenso sind: 



(5) 



A- = 0, y = J 



, a cos/9 a cosr 

=5 Ö ^ Z sss c '- 



cos« 



cos ce 



die Koordinaten des Spurpunktes G^ in der Ebene TOZ. 

Da or, y, die Koordinaten der orthogonalen Projektion Q des 
Punktes P auf die Ebene XOToder des sogenannten Grundrisses 
Yon P sind, so sind: 

(6) X = a + u QOB a, y = b + u cos ß , z =^ 

die Gleichungen des Grundrisses der Geraden; die Gleichung 
dieses Grundrisses in der Grundrißebene XOY ist also: 

y - b 



(7) 



X — a 
cos a 



cos^ * 
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Ebenso ist: 

(8) ^-^ = ^--' 

^ ' COS p cos / 

die Gleichung des Aufrisses der Geraden in der Aufrißebene 
YOZ, Der erste Spurpunkt hat als Aufriß den Schnittpunkt des 
Aufrisses der Geraden mit der Axe OY und der zweite Spurpunkt 
zum Grundriß den Schnittpunkt des Grundrisses der Geraden mit der- 
selben Axe, was auch geometrisch evident ist. Die Gleichungen (7) 
und (8) in der Form: 

.^j. X — a y — b X — c 

^ ' cos ff cos ß cos / 

werden ebenfalls die Gleichungen der Geraden durch den 
Punkt (a, b, c) mit den Richtungskosinus cosa, cos^, cos/ 
genannt; wir werden dieselben jedoch meist in der Form (IV) be- 
nutzen. Wie man die Gleichungen des Grund- und Aufrisses in 
beliebiger Form auf die Formen (7) und (8) zu bringen hat, werden 
wir in § 16 sehßn. 



1. Aufgabe. Man bestimme die Entfernung der beiden Punkte 
(3, — 1, 7) und (—3, — 7, 1) sowie den Winkel ihrer Verbindungs- 
linie mit den Koordinatenaxen. 

2. Aufgabe. Man bestimme die Ecken eines ßhombus, die auf 
vier Kanten eines Tetraeders mit den aufeinanderfolgenden Ecken 
(1, 2, 1), (2, - 3, 1), (- 2, 3, - 2), (- 4, - 5, 2) liegen. 

Eine leichte geometrische Überlegung zeigt, daß die Seiten des 
Rhombus den beiden übrigen Kanten des Tetraeders parallel sein 
müssen, deren Richtungskosinus also zuvor zu bestimmen sind. So 
erhält man zunächst von jedem nach Satz 43 zu bestimmenden 
Punkte einer Kante aus ein Parallelogramm, dessen weitere Ecken 
nach Satz 44 und 43 zu berechnen sind; hiemach kann die unbe- 
stimmte Größe k der Forderung des Rhombus entsprechend be- 
stimmt werden. 

3. Aufgabe. Man bestimme die Ellipse, in welche ein Kreis 
der Ebene XOY übergeht, wenn er in der Richtung (a, ß, y) auf 
die Ebene YOZ projiziert wird, und beweise, daß je zwei recht- 
winkelige Durchmesser des Kreises in je zwei konjugierte Durch- 
messer der Ellipse übergehen. 

Ist {x, y) ein Punkt des Kreises, so hat man nur x, y und u 
aus = X + M cos ccj y' =^ y + u cos /?, z = u cos y ^ind der Gleichung 
des Kreises zu eliminieren. 
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§ 16. 
Die Gleichung der Ebene. 

Um die Gleichung einer Ebene aufzustellen, gehen wir aus von 
der Formel (II) in § 13, S. 115: 

(1) r cos & = X cos a + y cos ß + zcosy, 

in welcher r den ßadiusvektor des Punktes P (x, y, z) und &, a, 
ß, y die Winkel bedeuten, welche die positive Seite einer Geraden ff 
mit OP, OX, 07, OZ einschUeßt Ist daher P (Fig. 53) irgend 

ein Punkt einer Ebene c und ff das Lot ON = d vom Anfangs- 

z 




Fig. 53 

punkte auf die Ebene, so daß r cos & = d wird, so folgt hieraus, daß 
die Koordinaten x, y, z aller Punkte P der Ebene « der Gleichung: 

(I) X cos a + ff cos ß + z cos y = d 

genügen; dies ist also die gesuchte Gleichung der Ebene. Diese 
Gleichung gilt auch noch, wenn d = 0, weil dann OP mit dem Lote 
auf s einen rechten Winkel bildet, also cosi9- = ist; allerdings 
können dann die Vorzeichen von cosa, cos/S, cos^^ noch gleichzeitig 
vertauscht werden, was aber in diesem Falle auf Gleichung (I) 
keinen Einfluß hat. Wir haben daher den Satz: 

45. Bildet das Lot N = d vom Änfanffspunkte auf eine Ebene t 
mit den Koordinatenaxen die Winkel a, ß, y, so ist: 
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(1) X cos a + y cos ß + z cosy = d 

die Gleichung der Ebene c. 

Die Form (I) wird die Hessesche Normalform der Gleichung 
der Ebene genannt Multipliziert man sie mit irgend einer von Null 
verschiedenen Konstanten, so wird sie die Form: 

(2) Ax + £y + Cz =^ ß 

annehmen, d. h. die allgemeinste Form einer linearen Gleichung 
zwischen den Koordinaten x, y, z irgend eines ihrer Punkte. Es ist 
umgekehrt leicht zu sehen, daß Gleichung (2) stets eine Ebene darstellt, 
wie auch die Größen A, B, C, D gewählt sein mögen, wenn nur A, 
B, C nicht gleichzeitig verschwinden. 
Setzen wir nämlich: 



(3) y^a + B^+ C^ = E, 

ABC 
SO können wir nach Satz 40 ± ^> ± ^» ± -^ als die Richtungs- 

kosinus einer Geraden durch den Anfangspunkt betrachten. Divi- 
dieren wir also die beiden Seiten von (2) durch ± ^> je nachdem 1) 
positiv oder negativ ist, so nimmt (2) die Form (I) an, ist also die 
Gleichung einer Ebene, welche im Punkte N mit den Koordinaten 

-c^' -m' ^^ ^^f dem Strahle ON senkrecht steht oder flir i> = 

Jij £j Mj ' 

ABC 
im Punkte auf der Geraden mit den Richtungskosinus ± ^ ± y ± ^• 

Wir erhalten also den Satz: 

46. Die Gleichung: 

(2) Ax + By + Cz =^ D 

stellt^ sobald Ay B, C nicht gleichzeitig verschwinden, stets eine Ebene 
doTy für welche das Loth ON vom Anfangspunkte die Länge ± -=, 

und die Richtungskosinus ± ^' ± y ± ^ hat, wo E = y^* + B^ + C^, 

und das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem D positiv oder 
negativ ist 

Die Ebene (2) schneidet die Koordinatenebenen XO Y und TOZ 
in den sogenannten Spuren, deren Gleichungen oflFenbar: 

(4) Ax + By = DunABy + Cz =^ L 

sind. (Mit Hilfe der Bilder 21© und 93® dieser beiden Spuren 
wurde in der Figur das Bild des Lotes ON entworfen. Dasselbe 
liegt nämlich in der auf 93® senkrechten Ebene SlOb, woObj_93® 
ist. Klappt man dann das bei rechtwinkelige Dreieck 91 Ob nach 
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SlgOb in die Bildebene um, wo 02lo = 2021 zu machen ist, so 
stellt das Lot ON^ auf %^h die wahre Länge des gesuchten Lotes 
dar, und die Parallele durch iVj, zu 21^^21 schneidet auf 21 b den ge- 
suchten Fusspunkt N aus.) 

Auf den Eoordinatenaxen schneidet die Ebene die Punkte 21, 
95, ® mit den Koordinaten a, o, o; o, b, o; o, o, c aus, wo die Ab- 
schnitte flf, b, c die Werte: 

(5) a==2, Ä = ^, c = -^ 

haben, durch deren Einführung in die G^leichung der Ebene diese 
die Form: 

w .. ! + !+.? = ! 

annimmt. Wir haben daher den Satz: 

47. Macht eine Ebene auf den Koordinatenaxen die Abschnitte a, 
b, c, so hat sie die Gleichung: 

w ^ + f + J = i- 

Wir bemerken schließlich noch, daß die lineare Form der 
Gleichung einer Ebene zufolge des Satzes 43 unmittelbar die be- 
kannte Eigenschaft der Ebene wiederspiegelt, jede Gerade, mit der 
sie zwei Punkte Pj und P^ gemein hat, ganz zu enthalten. Denn 
ist Äx^ + By^ H- Cz^ = Äx^ + By^ + Cz^ = B , so ist auch: 

Ä ?L±i^ + B y-iJ^A + c?i+i^ für jeden Wert von l dem B gleich. 

Sind von einer Ebene drei Punkte P^, P, und Pg (Fig. 54) ge- 
geben, und ist P ein vierter Punkt derselben, so lassen sich dessen 
Koordinaten in einfacher Weise durch die Verhältnisse X und ^ aus- 
drücken, in welchen P^P und P^P die gegenüberliegenden Seiten 
P^P^ und PjPg des Dreiecks P^P^P^ teilen. Der Punkt nämlich, 
der die Strecke von Pg nach dem Teilpunkte 8^ auf P1P2 ini Ver- 
hältnisse Ä + 1 : jti teilt, hat die Koordinaten: 

(6) X = ^, , = '^+^^+^^ etc. 

1 + 

Dieselben Koordinaten hat aber auch der Punkt, der die Strecke 
von Pg nach dem Teilpunkte S^ auf Pj Pg im Verhältnisse fi + 1\X 
teilt, nämlich: 
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(7) 



X = 






1 + 



/i + 1 



1 + l + fl 



etc. 



Die erhaltenen Ausdrucke stellen demnach die Koordinaten des 
Punktes P dar. Wir erhalten daher den Satz: 

48. Die Koordinaten eines Punktes P der Ebene des Dreiecks 
P^P^P^y dessen Verbindungslinien mit Pg resp. P^ die gegenüberliegen-' 
den Seiten -PjPg ^''^^ -^i-^z ^^^ Dreiecks im Verhältnisse X resp. fi 
teilen^ sind: 




Fig. 54. 

Auch diese Formeln setzen in Evidenz, daß die Koordinaten 
jedes Punktes der Ebene eines Dreiecks der linearen Gleichung 
Ax + By + Cz == D genügen, wenn dasselbe für die Koordinaten 
der drei Ecken des Dreiecks gilt. 



1. Aufgabe. Man bringe die folgenden Gleichungen von Ebenen 
auf die Normalform: 

2x + y + 2z = 12, 
3ar + 4y + \2z = 338 

und bestimme die Abschnitte, welche diese Ebenen auf den Koordi- 
natenaxen machen. 

2. Aufgabe. Man bestimme den Schwerpunkt des Dreiecks 
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mit den Ecken (4,3,2), (1,2,-3), (3,-3,3) und die Abschnitte, 
welche seine Ebene auf den Koordinatenaxen macht. 

Benutzung der Formeln (3), also Berechnung der Werte von 
A und fjL, die den Schnittpunkten mit den Axen entsprechen. 

§ 16. 

WiiTkel zweier Geraden, Winkel und Sclinittlinie zweier Ebenen, 
Ebenenbuscliel, Winicei und Schnittpunict einer Geraden und einer 

Ebene, Schnittpunict dreier Ebenen. 

Wollen wir den Winkel & = (^, </') bestimmen, den die positiven 
Seiten der beiden Geraden ff und ff' mit den Axenwinkeln ce, ß, y 
und cf', /?', / miteinander bilden, so gehen wir wieder aus von der 
Formel (1) des vorigen Paragraphen: 

(1 ) r cos ß- = X cos a + y cos ß + z cos y. 

Bedeuten darin nämlich x, y, z die Koordinaten eines Punktes 
P, dessen Kadiusvektor r = OP mit der Geraden ff' gleich gerichtet 
ist, so folgt unmittelbar: 

(I) cos & = cos a cos a + cos ß cos ß' + cos y cos /. 

Wir erhalten daher den Satz: 

49. Der Winkel &, den zwei Geraden, deren positive Rieh- 
tunffen mit den Koordinatenajcen die Winkel cc, ß, y und a, /?', y' ein- 
schließen, miteinander bilden, ist bestimmt durch: 

(I) cos ß- = cos a cos a + cos ß cos ß' + cos / cos /. 

Hieraus ergiebt sich das Korollar: 

49*. Die notwendiffe und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
beiden Geraden mit den Axenwinkeln a, ß, y und a, ß', y senkrecht 
ffeffeneinander stehen, ist: 

(II) cos a cos cc + cos ß cos /S' + cos / cos / = 0. 

Der Winkel & zweier Ebenen wird bekanntlich durch den 
Winkel derjenigen beiden in den Ebenen gelegenen Geraden ge- 
messen (Fig. 55), welche in einem Punkte der Schnittlinie der beiden 
Ebenen auf dieser senkrecht stehen. Läßt man die als positiv fest- 
gesetzten Seiten dieser Geraden gleichzeitig eine Vierteldrehung um 
die Schnittlinie der beiden Ebenen als Axe ausführen, so ist hier- 
nach der Winkel & zweier Ebenen gemessen durch die positiven Seiten 
der Normalen zu den beiden Ebenen, Welche Seite der Normalen 
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einer Ebene als positiv zu gelten hat, bedarf natürlich in jedem 
Falle einer besonderen Festsetzung; wir werden darunter, falls die 

Ebene nicht durch den An- 
fangspunkt geht, gewöhn- 
lich die Richtung des 
Lotes von diesem auf 
die Ebene verstehen. Dies 
vorausgesetzt ist der Win- 
kel & der beiden Ebenen: 

(2) A^x+B^y+C^z^B^, 

(3) Ä^x + B^y+C^z^B^ 
nach den Sätzen 46 und 

A^A^ + B^B^ + Ol (7, 




Fig. 55. 
49 bestimmt durch: 

WO das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem B^B^ positiv 
oder negativ ist. Wir erhalten daher den Satz: 
50. Ber Winkel & der beiden Ebenen: 

Ä,x + B^y + C^z = i>„ A^x + B^y + C^z = B^ 

ist bestimmt durch Formel (III), wo das obere oder untere For zeichen 
gilt, je nachdem B^ X B^ positiv oder negativ ist 

Hieraus ergiebt sich wiederum das Korollar: 

50*. Bie notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
beiden Ebenen: A^x + B^y + C^z = B^ und A^x + B^y + C^z = B^ 
senkrecht aufeinander stehen, ist: 

(IV) A^J^ + B,S^ + qC^=^0. 

Aus Formel (III) folgt offenbar: 

(A\ MT.2 9- - Ui' + A* + 0.') (V + -g.' + g«*) - (^1 ^ + B,B^ + C. (7,)« 



oder: 

(V) 






gjjj^ _ ]/(A 0» - C,B,y + {C,Ä, - Af«)^ + (A^2 - AA)^ 



Man wolle beachten, daß in der Summe unter dem Wurzel- 
zeichen des Zählers jeder Summand aus dem vorhergehenden durch 
cyklische Vertauschung der Buchstaben ^ J? (7 entsteht; analoge Gre- 

setze werden wir in den meisten Formeln der analytischen Geometrie 
wiederfinden. 
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Formel (V) lehrt uns die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen des Parallelismus der beiden Ebenen (2) und (3) kennen. 
Soll nämlich siniT-^O sein, so muß der Zähler des Bruches der 
rechten Seite von (V) verschwinden, also, da eine Summe von Qua- 
draten reeller Größen nicht anders verschwinden kann als dadurch, 
daß diese Größen einzeln Null werden: 

(5) B^C^ - C^B^ = Ci^2 - ^1^2 = ^1^2 - A^2 = 0- 

Nehmen wir daher an, daß von den drei Größen Ä^, B^, C^ etwa 
Cj von Null verschieden sei — von einer gilt dies ja sicher — , so 
können wir C^ = qC^ setzen ; alsdann ergeben die ersten beiden der 
drei Gleichungen (5) ebenso: B^ — qB^ und A^ = qA^, sodaß auch 
Cg von Null verschieden sein muß. Da unsere Annahme über C^ 
nur Sache der Bezeichnung ist, so erhalten wir den Satz: 

51. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für den 
Parallelismus der beiden Ebenen: 

A^x + B^y + C^z = D^A^x + B^y + C^z = B^ 

sind die Proportionen: A^:B^:C^ = A^ : B^:C^, oder die Möglichkeit, 
ei^e der beiden Gleichungen mit einem solchen Faktor q zu multi' 
plizieren, daß sie sich vo7i der anderen nur in dem konstanten Gliede 
unterscheidet 

Wäre auch B^ = qB^, so wären die beiden Ebenen nicht nur 
parallel, sondern nach Satz 46 sogar identisch. 

Was die Schnittlinie der beiden Ebenen betrifift, so sind 
die Axenwinkel X, fjL, v derselben dadurch bestimmt, daß die 
Schnittlinie mit den Normalen der beiden Ebenen je einen rechten 
Winkel bilden muß, also die Gleichungen: 

A^ cos X + B^ cos /i + Cj cos «/ = , 
A^ cos A + J?3 cos 11 + C^ cos «/ = 

bestehen müssen. Hieraus folgt: 

(7) cos X : cos /i : cos v = B^C^ -- C^ B^ :C^A.^ — J^ C^ : A^ B^ — B^ A^. 

ffiemach ist: 

(VI) cosA = \ , cos jti = j^ j COS V = — -—^T^ ' 

WO nach (V): 



(6) 



(8) N= ± yjjä + B^^ + C^a V J,* + B^^ + C^^ ■ sin ,9-, 

während über das Vorzeichen im allgemeinen, d. h. wenn auf der 
Schnittlinie keine Seite ausgezeichnet ist, nichts ausgesagt werden 
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kann. Sind daher die Gleichungen der Ebenen in ihrer Normalform 
gegeben, so reduziert sich N auf ± sin i9-. 

Sollen auch Punkte der Schnittlinie bestimmt werden, so wird 
man am besten deren Spurpunkte in den Koordinatenebenen 
aufsuchen. Soll z. B. der Spurpunkt in der Ebene OXJ gefunden 
werden, so wird man in den Gleichungen (2) und (3) z = setzen 
und erhält so als die Koordinaten des gesuchten Spurpunktes nach 
Formel (I) in § 5, S. 40: 

,q. __ A ^« -- A A -, _ ^1 J>% - A ^> -, _ n 

Hieraus ergeben sich die Koordinaten der anderen beiden Spurpunkte 
durch cyklische Vertauschung der Buchstaben x, y, z und A^ B, C, 
Diese drei Spurpunkte werden sich demnach dann und nur dann 
sämtlich ins Unendliche verlieren, wenn die beiden Ebenen einander 
parallel sind. 

Sollen für gewisse Zwecke die Gleichungen der Schnittlinie der 
beiden Ebenen (2) und (3) in der Form (IV) des § 14 oder in der 
Form: 

(10) a: = / + M cos Xj y = m + u cos ju, z = n + u cos v 

symmetrisch dargestellt werden, so wählt man als den Punkt 
(/, wi, n) am besten den Faßpunkt des Lotes vom Anfangs- 
punkte auf die Schnittlinie. Es haben dann, falls die Gleichun- 
gen (2) und (3) in der Hesseschen Normalform vorliegen, die /, wi, « 
die Werte: 

(11) / = -v-y^ (((/j — fl?3COSi9')cosaj + ((/j — d^co%ß')cosa^, u. s. w., 

wo die Ausdrücke fiir m und n aus dem für l durch cyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben a, ßj y entstehen. In der That genügen 
diese Werte von /, tw, n erstens den Gleichungen (2) und (3) und 
zweitens der Gleichung der Ebene durch den Anfangspunkt senk- 
recht gegen die Schnittlinie, nämlich der Gleichung: 

(12) X cos A + y cos jtx + z cos v = 0. 

Nach Analogie des Satzes 19 auf S. 45 stellt offenbar die Gleichung: 

(13) {KA^+l^A^)x^-{\B^+KB^y^{\C^ + KC^z^\l)^^X^B^ 

eine Ebene dar, welche durch die Schnittlinie der beiden Ebenen 
(2) und (3) geht oder dem durch diese beiden Ebenen bestimmten 
Ebenenbüschel angehört. Daß sich umgekehrt jede Ebene des 
Büschels in dieser Form darstellen läßt, folgt leicht aus Satz 19, 
indem wir die Büschel der Strahlen betrachten, welche aus den Spuren 
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der Ebenen in den drei Koordinatenebenen bestehen. Wir können 
nämlich zuerst von dem Falle absehen, daß die Ebenen (2) und (3) 
parallel seien, weil dann unsere Behauptung nach Satz 51 evident 
ist. Wir werden daher aiinehmen können, daß etwa A^B^ — BiA^ 
von Null verschieden sei» Ist nunmehr: 

(14) A,x + B,y + C,z = i>3 

die Gleichung einer Ebene durch die Schnittlinie der beiden ge- 
gebenen Ebenen^ so ist nach den Formeln (VI): 

(15) ^3 {B, C, - C, £,) + B, {C, 4 - ^1 C,) + C, {A, B, -B,A^) = 0. 

Da hiernach J^ und jB, nicht gleichzeitig verschwinden können, so 
können wir die drei Ebenen (2), (3) und (14) mit der Ebene OXY 
durchschneiden und schließen aus Satz 19, daß: 

(16) J, = ).,J, + k, ^„ ^3 ^l,£,+ k,£,, D,=^k,D, + l,D,, 

wo Aj und Aj durch die ersten beiden Gleichungen vollkommen be- 
stimmt sind. Setzen wir daher C^ — Aj (7^ — l^C^ = e, so folgt durch 
Substitution der Werte von Ä^, B^, C^ in (15), daß 6 = sein 
muß, w. z. b. w. 

Unter den Ebenen des Büschels (13) giebt es in dein Fälle, 
daß es sich nicht um ein Büschel paralleler Ebenen handelt, auch 
drei soldie, welche den drei Koordinatenaxen parallel sind, für welche 
also der Reihe nach ^g, £^ oder Cj = ist. So laütöt z. B. die 
Gleichung der der j?-Axe parallelen Ebene des Büschels: 

(17) {A,C, - C,A,)x + {£, C, - C,B,)r/ = B.C. - C^B,, 

die offenbar zugleich die Gleichung der orthogonalen Projek- 
tion der Schnittlinie der Ebenen (2) und (8) auf die Ebene 
OXr ist 

Soll der Schnittpunkt der Geraden: 

(18) X = l + u cos l, y = m + u cos (i, z = n + u cos v 

mit der Ebene: 

(19) Ax + By + Cz=:B 

bestimmt werden, so hat man nur die Ausdrücke für die laufenden 
Koordinaten eines Punktes der Geraden (18) in Gleichung (19) ein- 
zusetzen, um in: 

.<jp.. _ D — AI — Bm — Cn 

^"^ ^ ~ Acoßk -h BcoBfji -h CcoBv 

den positiven oder negativen Abstand des gesuchten Schnittpunktes 
von dem Anfangspunkte (/, m, n) der Geraden zu erhalten. Da man 

Schur, Analytische Geometrie. 9 
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unter dem (spitzen) Winkel einer Geraden mit einer Ebene (Fig. 

56) denjenigen der Geraden mit ihrer orthogonalen Projektion auf die 

Ebene versteht, diese Projektion 
in dem der Geraden entsprechen- 
den Sinne genommen, so ergänzt 
sich dieser Winkel ly mit dem 
spitzen Winkel, den die Gerade 
mit dem Lote zur Ebene bil- 
lig 56 det, zu einem Rechten. Es ist 

demnach: 

WO das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Zähler 
dieses Ausdrucks positiv oder negativ ist. 

Soll endlich der Schnittpunkt der drei Ebenen: 

(21) A^s + £^1/ + C^z == D„ 

(22) A^x + B^y + C^z = D^, 

(23) A,x + £,y + C,z = D, 

bestimmt werden, so folgt zunächst aus den beiden letzten Gleichungen: 
,25N' (i>> " Ä^x)G^-(D^ - AsX)C^ ^ _^ -(A - A^)Bs + (i>, - Ä^x)B^ 

woraus durch Substitution in (21) folgt: 

^ ' \ D,{B,C,-£,C,) + D,{B^C,-B,C,) + D,{B,C,-B,C,). 

Da sich hiernach der Nenner des Ausdrucks für x vom Zähler nur 
dadurch unterscheidet, daß die Faktoren -ö^, -Dg, D^ der einzelneu 
Summanden durch A^, A^, A^ resp. ersetzt sind, so wird man offenbar 
aus diesem Ausdrucke diejenigen fär y und z erhalten, wenn man 
die Buchstaben A, £, C cyklisch vertauscht, die B aber unverän- 
dert läßt; hierbei ändern sich nur die Zähler, während der Nenner 
unverändert bleibt. Man kann Gleichung (VILL) offenbar auch in 
folgender Form schreiben: 

:rK (^1 G, - Cj 5,) + ^3 (Cj J, - ^1 0,) + 0, K 5, - 5, 4)} = 

aus welcher deutlich hervorgeht, daß der Schnittpunkt ins Unendliche 
rückt, falls die dritte Ebene der Schnittlinie der beiden ersten pa- 
rallel ist oder unbestimmt wird, falls also die drei Ebeijßn dem- 
selben Büschel angeboren.' 



(Vm») j 
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1. Aufgabe. Man leite die Oleichnng des geraden Kegels als 
Ort derjenigen Punkte {x, y, z) ab, für welche die Verbindungslinien 
mit einem festen Punkte (/, m, n) und die Axe (cos l, cos fi, cos v) 
durch diesen Punkt einen gegebenen Winkel & bilden, und beweise, 
daß die eine Axe des Schnittes dieses Kegels mit der Ebene OXY 
die orthogonale Projektion der Kegelaxe auf diese Ebene ist 

Man transformiere auf den Projektionspunkt der Spitze des 
Kegels als Anfangspunkt und die Projektion der Axe als Abscissen- 
axe. Diskussion der drei Arten des Kegelschnittes. 

2. Aufgabe. Man bestimme die Hauptelemente derjenigen 
Kegelschnitte, in welchen die Koordinatenebenen von dem geraden 
Kegel getroflfen werden, dessen Spitze der Punkt (3, 4, 12), dessen 
Axe der Radiusvektor nach diesem Punkte, uud dessen Amplitude 

bestimmt ist durch sin i9- = - . 

13 

3. Aufgabe. Man. bestimme die Eichtungskosinus, Spurpunkte 
und Projektionen der Schnittlinie und den Winkel der beiden Ebenen: 

x + 2i/ + Sz = 4, 3a: + 2y + z == 4. 

4. Aufgabe. Man beweise, daß zwei parallele Ebenen von 
einer dritten ihnen nicht parallelen Ebene in parallelen Geraden ge- 
schnitten werden. 

5. Aufgabe. Man bestimme die Gleichungen der Winkelhalbie- 
renden zweier Ebenen. 

Man bestimme in Formel (13) A^iAg den Bediugungen der Auf- 
gabe gemäß nach Formel (III) mit unbestimmtem Vorzeichen. 

6. Aufgabe. Man beweise, daß die sechs Halbierungsebenen 
der Winkel von irgend drei .Ebenen sich zu je dreien viermal in je 
einer Geraden schneiden (Hessesche Normalform). 

7. Aufgabe. Wird ein Ebenenbüschel: 

^cosfifj +t/cosß^ + zcosy^'-'dj^ + ^(arcosag +ycos/92 + 2:cos/2 — (/^) = 

durch irgend eine Gerade: 

X — l y — m X — n 

cos X cos fi cos f 

geschnitten, so bedeutet p das Verhältnis der Abschnitte zwischen 
der veränderlichen Ebene und den beiden festen Ebenen dividiert 
durch das Verhältnis der Sinus der Winkel der Geraden mit den 
beiden festen Ebenen. 

S.Aufgabe. Man bestimme den Winkel, welchen die Gerade: 

X - 10 _ y - 1 67 __ x+ Ib 
9 ~ 168~~ "" 16 
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mit der Ebene: 

97x+ 177y + 128r = 48 

bildet, und den gemeinsamen Punkt. 

9. Aufgabe. Man berechne die Koordinaten des Schnittpunktes 
der drei Ebenen: 

3x- 2y + 2: = 10, 5ar + 4y + 2z = 3, 2a: + 3y + 2r = - 1. 

10. Aufgabe. Soll die Ebene Ä^x + B^y + C^z = B^ durch 
den Schnittpunkt der drei Ebenen (21), (22), (23) gehen, so kann 
man die Größen A^, Ag, A3 so bestimmen, daß: 

Ä^ = \A^ + X^A^ + ^3^3, B^ = \B^ + l^B^ + k^B,, 

C, ^)^C,+ k,C, + A3 63, B, = X,B, + l,B, + )i,B, 

und umgekehrt. 

Es muß dann nämlich eine Ebene des durch die ersten beiden 
Ebenen bestimmten Büschels auch dem durch die dritte und vierte 
Ebene bestimmten Büschel angehören. 

§17. 
Die Abstände der. Punkte von Geraden und Ebenen und von 

Geraden unter einander. 

Der Abstand e eines Punktes P^ (x^, t/^, z^) von der Ebene: 

(1) Ax + By + Cz ^ B 

ergiebt sich unmittelbar aus Satz 46 auf S. 122, wenn wir den An- 
fangspunkt der Koordinatenaxen nach dem Punkte P^ verschieben, 
also setzen: 

(2) ^ = ^1 + ^', y = yi + y, z==^z^+ z\ 

Dann geht Gleichung (1) über in: 

(P) Ax + By +Cz' == B- Ax^ - By^ - Cz^y 

und e hat daher nach jenem Satze den Wert: 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Zähler 
positiv oder negativ ist. Setzt man auf allen Loten der Ebene (1) 
diejenige Richtung als die positive fest, welche mit der Richtung 
des Lotes vom Anfangspunkte auf die Ebene übereinstimmt, so 
hat man in Formel (I) das obere oder untere Vorzeichen zu wählen, 
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z 



je nachdem D positiv oder negativ ist (Satz 46). Dann wird also e 
auf derjenigen Seite der Ebene, auf welcher liegt, positiv resul- 
tieren, auf der anderen Seite negativ. Die hieraus sich ergebende 
Unterscheidung einer positiven und einer , negativen Seite jeder 
Ebene ist für viele Untersuchungen nicht ohne Wichtigkeit. Geht 
die Ebene durch den Anfangspunkt, so kann die positive Seite 
einer der Koordinaten- 
axen zur Unterschei- 
dung ihrer beiden Seiten 
benutzt werden. 

Soll zweitens der 
Abstand d des Punk- 
tes P^ (xj, yj, Zj) von 
der Geraden(Fig. 57): 

IX = l + u cos X, 
y z=rn + u COS jit, 
jg. = n + M cos V 

bestimmt werden , so 
haben wir denjenigen 
Wert von u zu suchen, 
fiir den die Verbindungs- 
linie des Punktes (ar, y, 
z) mit Pj senkrecht auf 
der Geraden (3) steht. 
Daraus fließt die Gleichung: 




Fig. 57. 



(4) 



1 



(/ + u cos l — x^) cos A + (m + u cos ^ — y^ cos ^u 



+ {n + u cos V— z^) cos v = 0, 

oder: 

(5) u=^[x^ — l) cos ^ + (yi — wi) cos jti + (2^1 — w) cos v. 

Hieraus folgt: 

j d^ = {^, - l? + (yi - mf + (Zj - nf 

\ — 2?< {(xj — /) cos A 4- (^j — m) cos (t, + [z^— n) cos v] + m* 
oder: 



d = 



^(x^ -If + {y^ - nif + (z^ - n) 



2 



— {(a-j — l) cos A + (yj — »») cos ju + («j — ») cos v\^. 

m 

Die geometrische Bedeutung dieser Formel ist leicht ersichtlich. 
(Das Bild des Lotes P^F auf die Gerade mit den Spuren G^ und 
(rg wurde konstruiert durch Umklappung der Ebene P^G^G^ 
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um deren Spur (^g-^j °^^ ^®^ Bildebene, wo -ff, die Spur von 
Pj (?i ist). 

Soll die kürzeste Entfernung k der beiden Greraden 
(Fig. 58): 

(7) X = a^ + u cos fifj , y = ^j + u cos ß^, z = c^ + u cos y^ ; 

(8) X = flj + r cos «2 > y = ^2 + ^ ^^^ /'2 > 2: = Cj + r cos y^ 
gefunden werden, d. h. eine Strecke UF, die erstens auf beiden 
Geraden senkrecht steht und zweitens beide Geraden schneidet, so 

z 




Fig. 58. 

ergeben sich für die Richtungskosinus cos l, cos /u, cos v dieser Strecke 
zunächst die beiden Gleichungen: 

cos l cos flfj + cos fjL cos /Sj + cos V cos /j = 0, 

cos l cos flfg 4- cos fjL cos ß^ + cos V cos T'g = ö, 

woraus folgt (vergl. Formel (VI) des vorigen Paragraphen, S. 127): 



(9) 



I 



(HI) 



± 1 



cos l = ^-^ (cos ßj^ cos y^ — cos y^^ cos /S^), 

cosju = - — - (cos /j cos «2 — cos «j cos y^), 

± 1 



cos V = -; — - (cos «j cos /Sg — cos /?j cos £^2); 
hier bedeutet ^ den Winkel der beiden Geraden, so daß: 



(10) 



sin ??• = + y(cos ß^ cos y^ — cos y^ cos /Sg)' 



+(cos y^ cos «2 — cos a^ cos ^g)^ + (cos ofj cos ^j — cos /9j cosaj)^. 
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während wir das Vorzeichen in den Formeln (lU) alsbald noch näher 
bestimmen werden. Seien nämlich u nnd v die Abstände der Fuß- 
punkte U und V von den Anfangspunkten ihrer Geraden^ so findet 
die zweite Bedingung offenbar ihren Ausdruck in den folgenden 
Gleichungen: 

öj + w cos flfj + Ä cos A = flj + t? cos «2 > 

(11) h^ + MCOS/Sj + A cos /Li = ^2 + »COS/Sg, 

Cj + w cos T'j + Ä cos v = Cg + ü cos /g , 

die aussagen^ daß der Punkt V auf der Geraden durch U mit den 
Eichtungskosinus cosA, cos/i^ cosi/ im Abstände k liegt Multipli- 
zieren wir beide Seiten dieser Gleichungen der Beihe nach mit cos A, 
cosju, cosf/ und addieren sie, so ergiebt sich auf Grund der 
Gleichungen (9): 

(12) Ä = (flg — «i) cos ^ + (63-- b^ cos /i + (cj — Cj) cos v. 

Nach den Formeln (III) ergiebt sich daher schließlich: 

(ä = ^{(«2 - «i) (cos /9i cos 7^2 - cos/iCOs/Sj) 
(IV) j + (^^ — h^ (cos /j cos «2 — COS Oj cos ^'g) 

wo nunmehr das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem 
der Zähler positiv oder negativ ist. 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichungen (11) der Beihe 
nach mit cos a^ — cos a^ cos & u. s. w., so ergiebt sich : 

^^^^ ^ "" SS^ ^(^2 — ^) {^os a^ - cos ^2 cos &)+ . . .}; 

und in entsprechender Weise erhält man: 

^^^^ ^ "" sli«^^^^! ~ ^2) (^ÖS C^2 — cos «1 cos &)+ . . .}. 

Durch Einsetzen dieser Werte von u resp. v in (7) resp. (8) findet 
man also auch die Koordinaten der Fußpunkte U resp. V der ge- 
suchten kürzesten Entfernung. 

Verschwindet der Zähler der rechten Seite von (IV), ohne daß 
der Nenner es thut, ohne daß also die beiden gegebenen Geraden 
parallel sind, so schneiden sich offenbar die beiden Geraden (7) und 
(8) und zwar in dem Punkte, dessen Koordinaten durch die linken 
oder rechten Seiten der Gleichungen (11) dargestellt sind, wenn u 
resp. V den Wert (13) resp. (14) hat. Verschwindet hingegen der 
Zähler der rechten Seite von (IV) gleichzeitig mit sini?', also da- 
durch, daß die zweiten Faktoren der drei Summanden dieses Zählers 
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einzeln yerschwinden^ so sind die beiden Geraden (7) und (8) einander 
parallel, wir können demnach die positiven Richtungen auf ihnen so 
festgesetzt denken^ daß cos ce^ = cos cc^ , cos ß^ = cos ß^ , cos y^ = cos y^. 
Alsdann folgt aus den Gleichungen (11): 

(15) u — V = {a^ — öj) cos c^j + (^3 ~^i) cos ß^ + [c^ — c^) cos y^ 
und: 

(16) k^ = (flg — öj + {v — u) cos a^y + (^2 — ^1 + (ü — m)cos/?j)^ 

+ (^3 — Cj + (V — m)COS/j)^ 

oder: 



(IV«) Ä = ]/(«3 -a^)* + [b, - b,f + (c, - cj 



2 



- K«2 - ai)coscfi + (^2 - ÄJcos/?! + (Cg -Ci)cos/i}^ 

wonach auch cos k, cos /u, cos v bestimmt sind. Wir können hier den 
Satz anmerken: 

52. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 

beiden Geraden- ^"^ = ^ ~ ^^ = ?LILA «^rf ?_^_?? = ^ " ^» = ^- ^ 

cos «1 cos Pi COS /i COS «2 <^0S Ps COS Y% 

in einer Ebene liegen^ ist: 

^) («2, - «i) (cös /9i cos /2 — COS y^ cos /Jg) + (^2 - K) (^^^ y^ cos «2 

— cos Ofj cos 7^2) + (^2 "" ^1) (^^^ ^1 ^^^ ß^ — ^^^ /'l ^^^ ^2) ~ ^' 

(Die Konstruktion des kürzesten Abstandes der beiden Geraden 
g und h geschah in der Figur dadurch, daß durch irgend einen 
Punkt von g eine Parallele ä zu ä gelegt und von irgend einem 
Punkte P der Geraden h ein Lot PQ auf die Ebene [^, K\ gefällt 
wurde; alsdann ist PQ der gesuchte Abstand, die Parallele durch 
Q zu A schneidet g in dem Fußpunkte U und die Parallele durch 
U zu Pq die h im Fußpunkte F.) 



1. Aufgabe. Man leite den Ausdruck (IV) nach der Vorschrift 
der eben angegebenen Konstruktion ab, wobei der erste Punkt nach 
(«j Äj Cj) und P nach [a^ b^ c^ fallen kann. 

2. Aufgabe. Welches ist der Ort der Punkte, für welche die 
Summe resp. Differenz der Entfernungen von zwei festen Ebenen 
konstant ist 

3. Aufgabe. Man bestimme und diskutiere den Durchschnitt 

des geraden Kreiscylinders mit der Axe ^^ = - — — = und 

° »^ cosX cos^ cosy 

dem Kreisradius d (Ort derjenigen Punkte, welche von der Axe den 
Abstand d haben) mit der Ebene OXT\ (Ellipse, deren große Axe 
in die orthogonale Projektion der Cylinderaxe auf die schneidende 
Ebene fällt, und deren kleine Axe = 2 c? ist.) 
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4. Anf g ab e. Man bestimme die kürzeste EDtfemung der Geraden : 

\bx + 20y = 32, 75x — 80z = 44 und: 
\bx + 20y = 18, 2bx + 15;? = - 7. 

5. Aufgabe. Man bestimme die Grleichung der Fläche, die 
durch Rotation einer Geraden um eine zu ihr windschiefe Axe ent- 
steht, so daß die bewegliche Gerade von der festen stets denselben 
kürzesten Abstand hat und mit ihr denselben Winkel bildet 

Ist (7) die feste und (8) die bewegliche Gerade, so wird man 
unter a^, b^, c^ die Koordinaten irgend eines Punktes der Fläche ver- 
stehen, die Größen ä, u und & als fest annehmen und hat dann 
zur Elimination von cos a^, cos ß^, cos y^ die vier Gleichungen (IV), 
(13); cosi?- = cos^j cos «2 + cos/9j cos/Sg + cos;'^ oosy^ und 1 = cos^u^ 
+ cos^/Sg + cos^/g, woraus die Gleichung der Fläche folgt. Nimmt 
man (7) als die ;r-Axe an und setzt m = 0, so ist leicht zu sehen, 
daß jede Ebene durch die ^r-Axe die Fläche in einer Hyperbel 
schneidet (Rotationshyperboloid). Der Fortfall des doppelten Vor- 
zeichens von Ä in der Gleichung der Fläche zeigt zugleich, daß 
die Fläche zwei Scharen von Geraden enthält, die Spiegelbilder von 
einander in Beziehung auf die Meridianebenen durch die z-Axe sind. 

§18. 

Die Gleichung der Ebene durcti drei Punicte. Flächeninhalt des 

Dreiecics und Volumen des Tetraeders. 

Soll die Ebene: 
(1) Ax + JBi/ + Cz = D 

den Anfangspunkt sowie die beiden Punkte F^ (x^ y^ z^ -und 
^3 (^2 3^3 ^^2) enthalten, so muß erstens J9 = sein und zweitens: 

Ax^ + By^ + Cz^ = 0, 
\Ax^ + By^ + Cz^ = 0, 

so daß die Verhältnisse der Größen Ay B, C bestimmt sind durch: 

(3) A'.B\C^i/^z^-'Z^y^\z^x^'-x^z^:x^y^-^y^x^. 

Die Gleichung der gesuchten Ebene ist demnach: 

(4) ^ (yi ^2 - h y^ + y (^i ^2 - ^1 ^2) + ^ (^1^2 - y\ ^2) = ^^ 

deren Form unmittelbar zeigt, daß die Ebene die Punkte P^ und 
Pg enthält. Die Koeffizienten dieser Gleichung sind offenbar die 
doppelten Inhalte der orthogonalen Projektionen der Dreiecksfläche 



(2) 
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OF^P^ auf die drei Koordinatenebenen. Der doppelte Inhalt 2J 

dieser Dreiecksfläche selbst ist offenbar </ x i\-Pa, wenn d der Ab- 
stand des Anfangspunktes von der Geraden PiP^ ist. Den Wert 
Ton d erhalten wir aus Formel (II) des vorigen Paragraphen, wenn 

wir darin x^== y^ = z^ = 0; / = or^, rw = y^ w = r^, cosA = V~ S 

setzen. Dann ergiebt sich: 



U.S.W. 



p,p. 

Es ist demnach: 



y(yi^2 - ^1^2)^ + (^1^2 - ^1^2)^ + (^i3^2 - yi^2?' 



2 



W 2 J = yiy^z^ - z,y2)2 + [z^x^ - x^z^f + [x^y^ - y^x^)\ 

Nun ist doch, falls a, /9, y die Winkel bedeuten, die eine noch 
näher zu bestimmende Seite ON der Normale zur Ebene OP^P^ mit 
den Eoordinatenaxen bildet, vom Vorzeichen abgesehen: 



(7) 



jcosa = ^(yi 2^2 -2:1^2), C08/9 = ^(^^1^2 - ^1^2)^ 

I COS/ = ^(a:,y2-yi^2)- 

Es fragt sich nun, welche Seite der Normale ON gemeint ist, 

wenn wir festsetzen, dass A 
in diesen Formeln das positive 
Zeichen haben soU? 

Um diese für die Folge 
wichtige Frage zu entschei- 
den, gehen wir von der folgen- 
den Definition aus (Fig. 59): 
Für eine Axe, deren posi- 
tive Seite ON mit den Ko- 
ordinatenaxen die Winkel a, 
ß, y einschließt^ soll derjenige 
Drehungssinn der positive 
heißen^ in welchem diejenige 
Seite OL einer zur Axe senk- 
rechten Geraden y welche mit 
den Koordinatenaxen die Winkel 
A, /LI, V einschließt, um 90^ gedreht werden muß, um mit derjenigen Seite OM 
einer dritten Geraden zusammenzufallen^ welche die Richtungskosinus: 




Fig. 59. 
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(9) 



/ = COS ß cos V — cos |U cos y^m = cos y cos X — cos v cos a, 

n = cos a cos fi — cos A cos ß 
desitzt 

Zur Eechtfertigung dieser Definition bemerken wir zuvörderst, 
daß erstens: 

iP + m^ + «2 = (cos^a + Gos^ß + cos*;')(cos2Ä + cos^jü + cos^i/) 
(8) < 

[ — (cos a cos A + cos ßcosfj, + cos / cos vy = 1 

ist, weil der letzte Klammerausdruck rechts der Voraussetzung gemäß 
verschwindet, daß also l, m, n wirklich die Richtungskosinus einer 
Geraden OM sind. Daß OM zweitens auf OL und ON senkrecht 
steht, ist ja evident. Ist ferner qp die Amplitude eines Halbstrahles* 
OP der Ebene OLM in Beziehung auf L als Polaraxe und ge- 
rechnet in dem soeben als positiv festgesetzten Sinne, so sind: 

f = cos A cos qp + / sin qp, ^ = cos jtt cos qp + m sin qp, 

h = cos V cos q) + n sin qp 
die Eichtungskosinus von 0P\ denn erstens ist /^^ + ^^ _j_ ^2 __. \^ ^j^^j 
zweitens sind die Kosinus der Winkel, welche die Gerade (/J g, h) 
mit OL, OM und ON einschließt, cosgp, sinqp und 0, so daß sie 
mit OP zusammenfallen muß. Hieraus folgt, daß unsere Definition 
auch von jedem Strahle OP der Ebene OLM aus denselben positiven 
Drehungssinn liefert wie von OL aus, weil sich die Eichtungskosinus 
des der Amplitude gp + 90^ entsprechenden Halbstrahles genau so 
aus denen von OP ergeben wie die Eichtungskosinus von OM aus 
denen von OL. Die Definition des positiven Drehungssinnes ändert 
sich endlich der Natur der Sache nach nicht, wenn auf ON ver- 
schoben wird, wenn nur die Axe ihren Sinn nicht ändert. 

Was nun aber die Beziehung unserer Definition zur Anschauung 
betrifit, so haftet sie im Einklänge mit der entsprechenden Definition 
der ebenen Geometrie (vergl. S. 17) an dem gegebenen Koordinaten- 
systeme. Sie harmoniert mit der dort gegebenen Festsetzung, inso- 
fern nach der obigen Definition der Axe OZ, OX, OZresp. derjenige 
positive Drehungssinn zugehört, in welchem sich die Axe OX, OY, 
OZ resp. um 90^ drehen muß, um mit der Axe OT, OZy OX resp. 
zusammenzufallen. In unseren Figuren haben wir das Axenkreuz 
immer so orientiert, daß sich hiernach der Zeiger einer Uhr, deren 

Axe, vom Deckel nach dem Ziffernblatte gerechnet, auf OZ fällt, sich 



—>- 



in dem negativen Drehungssinne der Axe OZ bewegt. Für die ana- 
lytische Geometrie ist die obige analytische Definition geeigneter. 
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zumal eine Abweichung Ton obiger Orientienmg des Axenkreazes 
oft vorteilhaft ist. 

Der positive Drehungssinn der Axe 0^ geht offenbar in den 
entgegengesetzten über, wenn eine der Koordinatenaxen, Z.B.OX, in 
die entgegengesetzte übergeht; denn dann wechseln cosc^, cosA und 
folglich auch m und n ihr Vorzeichen, so daß OM in dem ursprüng- 
lichen Systeme die ßichtungskosinus — /, — m, — w hat Wir werden 
im nächsten Paragraphen sehen, daß das Axenkreuz OLMN durch 
Rotation um eine Axe in OXYZ übergeführt werden kann (Satz 56). 

Nach (9) können wir nunmehr die Koordinaten jedes Punktes P 
der Ebene OLM oAqx OP^P^ darstellen in der Form: 



X = r (cos A cos y + /sin qp), y =^ r (cos fi cos qp + m sin y), 

z = r (cos V cos (p + n sin (p\ 



(10) I 

wo r = OP ist Hiemach ergiebt eine leichte Rechnung: 

aW 1^^^^ ""-^1^2 = ''1^2 {(cos A cos (f^ + /sin ^p^) (cos ju cos (p^+m sin (p^) 

\ — (cos pL cos qpj + m sin gpj) (cos X cos qp2 + ^ sin qpg)} 

= r^ Tg sin (gpg — qpj) (wi cos A ~ / cos ju) = r^ r^ %m[(p2 — 9^1) cos /^ 

weil cos a cos A + cos ß cos fi= — cos / cos v ist Es folgt daher nach (7): 

(12) 2 J = rj rg sin(9Pa - qp^), 

was ja, vom Vorzeichen abgesehen, wohl bekannt ist Soll aber 2 J 
positiv sein, so muß auch der Winkel qpg — (p^ positiv und kleiner 
als 180^ sein. Somit ergiebt sich die folgende Antwort auf unsere 
obige Frage: 

Ist in den Formeln (7) die Große 2A positiv, so sind a, ß, y die 
Winkel der Koordinatenaxen mit derjenigen Seite der Normale zur Ebene 
OP^P^y deren positiver Drehung ssinn vom Strahle OP^ nach dem Strahle 
OP^ über da^ Dreieck OP^P^ hin fuhrt. 

Gleichzeitig erhalten wir den folgenden Satz: 

53. Sind in zwei Ebenen diejenigen Drehungssinne als positiv fest-- 
gesetzt, welche den positiven Drehungssinnen der als positiv festgesetzten 
Seiten ihrer Normalen entsprechen j so ist die orthogonale Projektion 
jeder Dreiecksfläche der einen Ebene auf die andere auch dem Vor^ 
zeichen nach gleich dem Produkte der Dreiecksfläche in den Kosinus 
der positiven Seiten der beiden Normalen, 

Dieser Satz erlaubt uns unmittelbar (auch ohne Koordinatenver- 
schiebung), die Kosinus der Winkel a, ß, y anzugeben, welche das 
Lot von auf die Ebene irgend eines Dreiecks P^P^P^ (Fig. 60) 
mit den Koordinatenaxen bildet. Es ist nämlich (vergl. Satz 14, S. 36): 
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(13) cosa = ^{i/^z^- z^y^ + ^2^3 - ^2^3 + ^3^1 - ^3^1)» ^- §. w., 

wo die beiden anderen Formeln aus dieser durch cyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben 
a, ß, y einerseits und x, 
yy z andererseits entstehen, 
und der Flächeninhalt A 
des Dreiecks F^f^V^ po- 
sitiv oder negativ zu 
nehmen ist, je nachdem 
der ümlaufungssinn von 
Pj über Pg nach Pg dem 
positiven oder negativen 
Drehungssinne der Nor- 
male entspricht. Der stets 
positiv zu rechnende Ab- 
stand d des Anfangspunk- 
tes von der Ebene 
PjPgPg ist hiernach ge- 
geben durch: 




-My 



Fig. 60. 



d — x^ COS a + yi cos ß + z^ cos y 

^^^^ ^ "" i n ^1^2 - ^1^2 + ^2^3 - ^2^3 + ^3^1 - ^3^1) + • • •} 

Der letzte Klammerausdruck stellt demnach, je nachdem 2A positiv 
oder negativ ist, den positiven oder negativen sechsfachen Raum- 
inhalt des Tetraeders OT^P^P^ dar.^ 
Den Umstand, daß hiemach: 

^(yi^2 - ^xy% + ^2^3 - ^2^3 + Vz^x - HVxi + y (^1^2 - ^\H 

(I) - + 2:2^3 ~ XjZg + z^x^ - x^z^ + z{x^y^ - y^x^ + x^y^ - y^x^ 

. + ^33^1 -^3^1) = ^1(^2^3- ^2^3) +^1 (^2 ^3— ^2^3) + ^1(^25^3-^2^3) 
die Gleichung der Ebene f^T^f^ ist, können wir in den folgenden 
Satz kleiden: 



' Da es bisher nicht gelungen ist, zwei Tetraeder von gleicher Grundfläche 
und Höhe in eine endliche Anzahl entsprechend kongruenter oder symmetrischer 
Teile zu zerlegen, so kann man sich den Eauminhalt eines Tetraeders durch 
obige Formel definiert denken und beweisen, daß der Wert dieses Ausdruckes 
vom Koordinatensystem unabhängig ist (vergl. auch § 19). 
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54. In der Gleichung: 

(15) Ax + £t/+ Cz = D 

der Ebene P^P^P^ bedeuten A, JB, C die orthogonalen Projektionen des 
Flächeninhaltes des Breiecks P^P^P^ auf die Ebene OTZ, OZX, OXY 
resp. und: 
(II) i> = i (xi [y^z^ - z^y^ + 3/3 (ZgXg - x^z^ + z^ [x^y^ -^2^3)) 

den dreifachen JRauminhalt des Tetraeders OP^P^P^^ wo D positiv oder 
negativ ist, je nachdem der positive Drehungssinn der Normale von O 
auf die Ebene P^ P^ Pg einen Umlaufungssinn von P^ über P^ nach P^ 
oder umgekehrt ergiebt. 

Der letzte Teil des Satzes giebt uns oflfenbar ein allgemeineres 
Kriterium fürdenDrehungssinn eines Strahles, der mit den Koordinaten- 
axen die Winkel a, ß, y bildet, mit Hilfe der Umlauf ungsrichtung 
irgend eines Dreiecks in einer auf dem Strahle senkrechten Ebene 

(16) xcosa + gcosß + zcosy = d, 

wo d positiv sein muß; in unserer Definition hatte das Dreieck einen 
rechten Winkel, dessen Scheitel auf dem Strahle lag. 
Aus den Formeln (13) ergiebt sich noch der Satz: 

55. Das Quadrat des Flächeninhaltes eines Dreiecks ist gleich der 
Summe der Quadrate der Flächeninhalte der orthogonalen Projektionen 
des Dreiecks auf die drei Koordinatenebenen. 

Durch Parallelverschiebupg des Koordinatensystems nach irgend 
einem Punkte P^ ist es natürlich leicht, aus Formel (II) eine solche 
für den Rauminhalt irgend eines Tetraeders P^P^P^P^ herzuleiten, 
dieselbe ist jedoch zu lang, als daß ihre wirkhche Entwickelung von 
Interesse wäre. 

1. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Ebene und den 
Flächeninhalt des Dreiecks durch die drei Punkte (1, 2, 3), (1, 1, 1) 
und (5, 4, 3). 

2. Aufgabe. Man suche die Gleichung einer Ebene, die durch 
einen Punkt P^ geht und zu zwei Geraden mit den Richtungskosinus 
^2> ^2> ^2 ^^d Zg, mg, Tig paralM ist. 

Man nehme auf den Geraden durch P^ in den gegebenen Rich- 
tungen je einen Punkt an. 

3. Aufgabe. Schneiden sich die Lote von den Ecken und 
P3 des Tetraeders OP^P^P^ auf die gegenüberliegenden Seitenflächen, 
so steht die Kante ÖP3 auf der gegenüberUegenden Kante P^P^ 
senkrecht und umgekehrt, so daß sich dann auch die beiden ande- 
ren Höhen des Tetraeders schneiden. 
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Man bringe es unter Benutzung der Grleichungsformen (IV) in 
§ 14 S. 118 zum Ausdruck, daß die beiden Lote einen Punkt gemein 
haben, und multipliziere beide Seiten der so erhaltenen drei Gleichun- 
gen mit x^, y^, z^ resp. x^, i/^, z^ und addiere sie. 

4. Aufgabe. Man beweise, daß die algebraische Summe der 
orthogonalen Projektionen der Inhalte der Seitenflächen eines Te- 
traeders verschwindet. 

5. Aufgabe. Man beweise, daß das sechsfache Volumen eines 
Tetraeders gleich dem Produkte aus zwei gegenüberliegenden Kanten 
und der kürzesten Entfernung derselben in den Sinus des von ihnen 
eingeschlossenen Winkels ist. 

6. Aufgabe. Man bestimme das Vorzeichen des Drehungssinnes 
jedes Eadiusvektors mit Hilfe des Vorzeichens des Bauminhaltes des 
Tetraeders OX^ ^2^3» ^*^ ^^ ^®^ Koordinatenaxen durch eine Ebene 
abgegrenzt wird, die im Endpunkte des Radiusvektors auf diesem 
senkrecht steht. 

§ 19- 
Übergang von einem rechtwinkeligen Koordinatensystem zu einem 
anderen mit demselben Anfangspunkte. Drehung des Koordinaten- 
kreuzes um eine Axe, Spiegelung. Drehung der Koordinatenaxen. 
Der Kosinus* und Sinussatz der sphärischen Trigonometrie. Die 
Hauptformeln fGr schiefwinkelige Parallelkoordinaten. 

Gehen wir, wie immer, von drei zu einander rechtwinkeligen 
Koordinatenaxen OX, OY, 
OZsiUS, so betrachten wir jetzt 
daneben drei andere Axen 
OX^Or, OZ' mit demselben 
Anfangspunkte ( Fig. 61), 
deren Lage und Sinn gegeben 
ist durch die Gleichungen: 

cos(ar', x) = f^, 

(1) <(cos(ar', y)=^i, 
cos {x'f z) = Äj ; 
cos(y, :r)=p/v, 

(2) \(^os{y\t/)==ff^, 
cos (y', z) = h^ ; 



-'' — - 



y 




(3) 



Fig. 61. 
cos(/, x)=f^, cos(/, 3/) =5^8, cob{z, z)^h^y 



wo [xj x) = ^XOX u. s. w. Hat nun der Punkt P in Beziehung 
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auf das ursprüngliche System die Koordinaten x, t/, z und in Be- 
ziehung auf das neue System die Koordinaten OPJ (\\ OX') = x\ 
P;Q'(||Or)=y, qP(\\OZ') = z, so ist nach Satz 41 auf S. 117: 

(i) j y^9i^' + Hy^9^^'^ 

z = h^x' -{• K^y + h^ z. 

Die Koefficienten dieser Substitution erfüllen dann zunächst den 
Definitionsgleichüngen (1), (2), (3) zufolge die Relationen: 

(H) /i' + 9x' + K' = f,' + 9^' + K = /'s' + 9z' + A3* = 1 . 

Beschränken wir uns des weiteren zunächst auf den praktisch haupt^ 
sächlich in Betracht kommenden Fall, daß auch das neue System 
ein rechtwinkeliges sei, so gelten außerdem die Gleichungen: 

(ni) f2f^+929z + KK ^fzfi + 9z9i + KK =fif2 +9i92+KK = o. 

Femer folgt daraus der auf S. 138 aufgestellten Definition gemäß: 

±fl = 92^-^2931 ± 9l = ^fs - f2^3l ±^=f293-92f3'^ 

(IV) ±f2^93K-K9iy ±.^2 = Vi -/'s*!» ±K=fz9i'-9zfi^ 

^ ±fz = 9\K-K9%^ ±^3 = ^/i-/l*2> ±K'=fi92-9if2y 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der positive 
oder negatire Drehungssinn in OX' eine Rotation von 90® erfordert, 
um Ö¥' in OZ' überzuführen, und folglich das entsprechende für 
die Axen OT und OZ' gilt. In der That ist ja: 

T = /i(^2*3 - K93) + 9i{f'2fz - /i^s) + ^(/i5^3 - i^a/i) 

(V) = f2Wh - K9i) + 92{Kfi - fM + Ws9i - 93fi) 

^ = f3{9l^2 - ^^2) + 93i^lf2 - /i*2) + Kifl92 - 9lf2) 

nach (II) = ± 1, so daß auch in der zweiten und dritten Reihe 
der Formeln (IV) das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 
es in der ersten Reihe gültig ist. Bringt man durch Drehung des 
neuen Axenkreuzes um zuerst OT mit OX zur Deckung und 
dann durch Rotation um 0^ auch OT mit OY, so wird hiernach 
im ersten Falle auch OZ' auf OZ fallen, im zweiten Falle hingegen 
auf die negative Seite von OZ. Auf diese Möglichkeit der Über- 
führung des einen Kreuzes in das andere durch Bewegung werden 
wir sogleich noch näher eingehen. 

Zuvor erwähnen wir noch diejenigen Formeln, die sich einer- 
seits durch Umkehrung der Beziehungen der beiden Koordinaten- 
kreuze gegeneinander ergeben, andererseits aber auch als Folge aus 
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den Formeln (I) bis (IV). Multiplizieren wir nämlich die Gleichungen 
{I) erstens der ßeihe nach mitf^,ff^, A^, zweitens miif^,ff^, h^ und 
drittens mit/*,, g^^ h^ und addieren sie jedesmal, so folgt nach (II) 
und (HI): 

diese Formeln vermitteln den Übergang vom neuen System zum 
alten. Multiplizieren wir ebenso die Gleichungen (IV) erstens der 
Beihe nach mit /*j, /^, f^, zweitens mit g^, g^, g^, drittens mit 
Ji^, \, A3 und addieren sie jedesmal, so ergeben sich teils wegen 
^'= ± 1, teils als Identitäten die Formeln: 

(in») giK+g^K+g^K=^Kf^+h^f^ + h^f^=f^g^+f^g.^+f^g^ = o, 

die einerseits zum Ausdruck bringen, daß f\, f^, f^ u. s. w. die Rich- 
tungskosinus der alten Axen im neuen System sind, andererseits, 
daß auch die alten Axen senkrecht aufeinander stehen. 

Um die Bedeutung des doppelten Vorzeichens von T deutlich 
2u erkennen, fragen wir nach der Überführbarkeit des einen 
Kreuzes in das andere durch eine Rotation um die Axe mit 
den Richtungskosinus cos«, cos/?, cos;' um den VTinkel S, 
Um den analytischen Ausdruck einer solchen Rotation zu finden, 
gehen wir aus von den aus den Formeln (10) des vorigen Para- 
graphen auf S. 140 sich ergebenden Ausdrücken der Koordinaten 
x^ y^ z eines Punktes P durch den in der Richtung der positiven 
Seite der Rotationsaxe gemessenen Abstand v = TJT? des Punktes F 
von der zur Axe senkrechten Ebene: 

(4) X cos a + y cos ß + z cos y = 0, 

den Radiusvektor u =^ OU von U und seine Amplitude (0 in Beziehung 
auf eine Gerade in der Ebene (4) mit den Richtungskosinus cosA, 
cosju, cosf/ so zwar, daß diese Amplitude in dem positiven Drehungs- 
sinne der Rotationsaxe zu messen ist Diese Ausdrücke sind: 

x = «! (cos X cos (o + (cos ß cos V — cos /A cos y) sin (o) + v cos of , 

(5) y =zu (cos ju cos (o + (cos y cos A — cos V cos a) sin co) + r cos ß, 
. z r=iu (cos V cos ö> + (cos a cos 11 — cos X cos /9) sin cö) + v cos y. 

Hier ist: 

(6) cos a cos A + cos /9 cos \i. + cos y cos 1/ = 0, 

(7) X cos a + y cos /ff + 2: cos y ^v^ 

Schur, Analytische Geometrie. 10 
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X cos X -\- y cos !»> + z cos r = « cos &, 
jr(cos/? cos 9 — cos^ cosy) + y (cos y cos X — cos r cos a) 

+ Z (cos a cos pL — cos A COS^ = U sin 07^ 



.3 



+ y* + r* = i£* + ü*. 



(10) 

Soll nun eine Botation nm die obige Axe nm die Amplitude S statt- 
finden^ so sind hiernach, da u nnd v bei der Sotation unverändert 
bleiben, die Koordinaten x', y, z des Punktes P', in welchen P 
übergeht: 

{X —u (cos X cos (ö> + ^ + (cos /? cos V — cos /LI cos ;') sin (« + J)) 
+ t? cos a, u. s. w. 
oder nach (6), (7), (8), (9): 

ri2^ I ar' = JTCOS J + (xcos£3f + y COS/? + zcos;')cosa(l — cos J) 
I + sin^(— ycos/ + zcos/?), u. s. w. 

Hiemach erhalten wir die Koordinaten x, y\ z des Punktes P , 
in welchen der Punkt P (x, y, z) bei der Rotation um die Axe (cosa,. 

z 



(11) 




Fig. 62. 

cos ß, cos y) durch den Anfangspunkt um die Amplitude S (im posi- 
tiven Drehung ssinne der Axe) übergeht, in folgender Form (Fig. 62): 

X z=z X (cos^ a (1 — cos J) + cos S) + y (cos a cos ß{l — cos d) 
— cos y sin S) + z (cos cc cos / (1 — cos S) + cos ß sin S) , 

y' = x(cos/(?cosa(l — cos^ + cos/sin J) +y(cos2/(?(l— cos5) 
+ cos ä) + z (cos /S cos / (1 — cos J) — cos a sin 5), 

2:' = ar(cos/cosa(l— cos^— coSjS8in^)+y(cos;'COS/S(l— cos^ 
+ cos a sin 5) + 2: (cos^ y{l — cos ^ + cos 3), 



(VI) 
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wo die zweite und dritte Gleichung aus der ersten durch cyklische 
Vertauschung der Buchstaben x, y, z und a, /9, y entstehen. Da nun 
der Punkt P in Bezug auf dasjenige Koordinatenkreuz, das in das 
gegebene durch diese Botation übergeht, ebenfalls die Koordinaten 
x\ y\ z hat, so drücken diese Formeln auch den Übergang von dem 
gegebenen Koordinatensystem zu dem beschriebenen aus, und es 
fragt sich, in welchen Fällen die Koefficienten der Substitution (VI) 
durch geeignete Wahl von a^ ß, y und 8 den entsprechenden Koeffi- 
cienten der Substitution (I*) gleich gesetzt werden können. 

Ehe wir in diese Untersuchung eintreten, bemerken wir, daß 
aus den Formeln (II), (III), (IV), wenn wir den linken Seiten der 
letzteren statt des doppelten Vorzeichens den Faktor a hinzufügen, 
der ± 1 bedeuten soll, die folgenden Identitäten folgen: 

(13) {g^-h^y + {\ - f^f + (/; - 9i)''=4-(l -ei^2= (3-£J^(l +bF), 

(14) (^3 -h^y = {\ + iF){l-tF+2 8/i), u. s. w., 

(15) {3s - Aa) {Ih - ^) = (« + ^(^1 + Q, u- s. w., 
wo: 

(16) F = A+9^ + K, 

und die noch fehlenden 2x2 Gleichungen aus (14) und (15) durch 
cyklische Vertauschung der Buchstaben f^g^h und der Indices 1, 
2, 3 entstehen. 

Aus der Gleichsetzung der Koefficienten der Substitutionen (I*) 
und (VI) ergiebt sich zunächst: 

(17) ^3 — Äjj=2cosasin(5, ä^ — /"g = 2cos/?sin J, /"g— ^1= 2cos/sin5, 
also: 

4sin«^ = (^3 - Ä3)2+ {\ - Q^ + (/; - g^)^ = 4 - (1 - fiFf 

= (3 _ ^F){\ + ^F\ 
Andererseits aber folgt: 

(19) /;+^2+Ä3 = l+2cosJ, 
also: 

(20) cos S = — "^ . 

Demnach ist die Gleichsetzung der Koefficienten nur dann möglich, 
wenn « = + 1 ist. Dann ist aber auch leicht zu sehen, daß bei 
Erfüllung der Gleichungen (17) und (20) die entsprechenden Koeffi- 
cienten der beiden Substitutionen (P) und (VI) identisch sind. Dar- 
nach ist nämlich wegen der Identitäten (14) erstens: 

(21) cos S + cos» « (1 - cosa-)= ^^ + ^3 %~!f^ F) -/= A> ^-s-w. 

10* 



(18) 
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und zweitens wegen der Identitäten (15): 



(22) 



co8acos/9(l - cos ä)±cosy sm d = '^^ _ ^^^^ j,y — — 



± Wi -91) = i(/i +^1 ± (/i - ^1))^ ^- 8- W- 

Geben wir in der Formel: 



(25) j 



(23) sin^= ± 11/(3 -/')(l + #), 

der Wurzel ein bestimmtes Vorzeichen, so ist zugleich durch die 
Gleichungen (17), (20) und (23) die Axe der durch die Substitution (I) 
dargestellten Botation samt einem positiven Drehungssinne und die 
in diesem zu rechnende Amplitude 8 bestimmt, um welche zu drehen 
ist; Gleichung (18) lehrt außerdem^ daß sin J stets reell ist. 

Um auch in dem Falle, daß « oder ^= — 1 ist, eine analoge 
geometrische Interpretation der Substitution (I*) zu haben^ verbinden 
wir mit der durch die Formeln (11) dargestellten Kotation eine 
Spiegelung an der Ebene (4), d. h. wir verwandeln noch v in 
— r, so daß: 

j X = u (cos l cos {(o + S) + (cos ß cos V — cos fjL cos y) sin(€o + S)) 

(24) < 

[ — vcosa, u. s. w. 

wird, oder nach (7), (8), (9): 

X = :rcos^ — (xcosa + y cos^S + 2: cos /) cos a (1 + cos 5) 

+ sin S{— y cos y + z cos ß), u. s. w. 

Statt der Formeln (VI) haben wir demnach die folgenden: 

X = ar ( — cos^ä(1 + cos^ + cos^) +y(— cosacos/S(l + cos^) 

— cos^^sin^) +z(--cosacos/(l +cos^ + cos/SsinJ), 

y = x(— co8/Scoscy(l+cos^+cos/sind') +y(— cos^/?(l + cos5) 

+ cos^) +z(^ — cosßcosy{l + cos^ — cosasind'), 

z' = ar (— cos y cos a (1 + cos S) — cos/? sin S) 

+ y ( — cos y cos /S (1 + cos S) + cos a sin J) 

+ z (co8^/(l + cos S) + cos S). 

Aus der Gleichsetzung der Koefficienten dieser Substitution und 
derjenigen von (I*) ergeben sich wiederum die Gleichungen (17) und 
(18) zur Bestimmung der Axe und des Drehungswinkels. Statt der 
Gleichung (19) erhalten wir aber die folgende: 

(19*) fi+ff2 + ^= -l + 2cosS, 

also: 

(20*) cosJ=— t^. 



(VP) 
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Demnach ist die Gleichsetzung der EoefQcienten gerade dann und 
nur dann möglich, wenn c == — 1 ist Daß dann bei Erfüllung der 
Gleichungen (17) und (18) die Eoefficienten der beiden Substitutio- 
nen (I) und (VI*) entsprechend gleich sind, kann man genau wie 
oben beweisen. 

Mit Hilfe der Formeln (VI) und (VI*) kann man nun auch die 
Eoefficienten der Substitution (I*) rational durch drei Größen 

^, fjL, V ausdrücken, indem man entweder: 

• • • 

(21) X = C09CCtg-, fJL= COBßtg-, V = COS/tg- 

oder: 

• • » 

(21*) A = cosofctg-, ^ = cos/9ctg-, v = cosyctg- 

setzt. Die genannten Eoefficienten werden dann rationale Funktionen 
mit dem gemeinsamen Nenner 1 + A* + ju^ + i'*, während die Zähler 
im ersten Falle: 

1 + ^3 _ ^3 _ y2^ 2 {IfJL - V)j 2 {XV + fl), 
(VII) 2{XfJL +V), 1 - i2 + ^2 - 1/2, 2(JIV - X), 

. 2{kv - fJi), 2[fJLV + X), 1 -V-fJL^ + v^ 

sind und im zweiten Falle: 

r - 1 - A2 + |u2 + «/^ - 2(AjU + v), - 2(X«/ - fjL), 

(Vn*) \^2{kfJL'-v\ - 1 +A* - |U2 + 1/2, ^2(flV + k), 

1 - 2{Xv + fi), •-2{pLV-X), -l+X^ + fi^-^ v\ 

Wir können die Eesultate unserer Untersuchungen in den folgen- 
den Satz zusammenfassen: 

56. Rat ein Punkt P in Beziehung auf die zu einander recht- 
winkeligen Äxen OX, 0¥, OZ die Koordinaten Xj y, z und für die 
ebenfalls zu einander rechtwinkeligen Äxen OX', OY', OZ' y deren 
Richtungskosimis in Beziehung auf die ersten Äxen f, g^, h^; f^y g^, h^; 
fsj ffs^ ^3 ^^^« si'^dy die Koordinaten Xy y', z, so ist: 

(x=-fx+f^g' + f^z\ 

(I) \y = ffi^'+ff2y+ffs^'' 

I z = h^x' + Agy' + h^z 
und: 

(X = fiX + g^y+\zy 

\ z' == f^x + g^g + h^Zy 
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wo zwischen den Koeffidenten dieser Substitutionen die Relationen (II) 
(II*), (ni), (in*) und (IV) bestehen, und in den letzteren das positive 
oder negative Vorzeichen gütj je nachdem der positive Drehungssinn 
jeder neuen Axe in Beziehung auf das alte System nät demjenigen in 
Beziehung auf das neue System übereinstimmt oder nicht. Im ersten 
Falle können die positiven Seiten der Axen des neuen Systems in die^ 
jenigen des alten durch eine Rotation übergeführt werden ^ für die die 
Richtungswinkel cc, ß, y der Axe und der Rotationswinkel S den 
Gleichungen: 

(Vni) 2co8a8mJ = ^3 — Aj, 2co8|Ssm5 = A^ — f^,2coQymiS = f^ —g^ 

genügen, während im zweiten Falle zu dieser Überführung neben obiger 
Rotation noch eine Spiegelung an der zu der Rotationsaxe senkrechten 
Ebene durch notig ist; ist dann mit dem Forzeichen von sind auch 
die positive Seite der Rotationsaxe und ihr positiver Brehungssinn fest- 
gelegt, so bestimmt sich 8 den beiden Fällen entsprechend vollends durch 
die Gleichung: 

(IX) C08j=i(/;+^, + ^3^1). 

Sehen wir nunmehr davon ab, daß die neuen Koordinatenaxen 
senkrecht aufeinander stehen, und setzen: 

^ TOZ' = 1,1. ^Z'OX' = f,^, ^X'OT = 1,3, 
SO treten an Stelle der Formehi (III) die folgenden: 

(IIP) /i/l + g^g^ +h^h^= cos ^2, 

/l/i + 5^1 ^2 +^1^2 = cos fj^, 

und fj^, fj^y 1^3 sind, wie im allgemeinen, Winkel, die < 180^ sind. 
Bezeichnen wir weiter mit 0X'\ 0T\ OZ" die positiven Seiten der 
Normalen auf den neuen Koordinatenebenen OTZ'y OZ'X% OX'Y' 
und zwar so, daß die positiven Drehungsrichtungen dieser Normalen 
OY' in OZ', OZ' in OT, OT in OT' resp. überführen, und setzen: 

(22) cos (x", x) = \, cos [x", y) = m^, cos [x", z) = n^\ 

(23) cos {y", x) = /g, cos (y", y) = m^, cos {y", z)=-n^', 

(24) cos(/', x) = Z3, cos (/', y) = m^, cos [z", z) = «3, 

so ist nach den Formeln (9), S. 139, des vorigen Paragraphen: 

f/s = /icosi^i + (WiÄg -g^n^)%mriv 

(25) I ^3 = ^2 c^s i/i + (/ii/i - Äa ^1) sin Vv 

1*3 = ^2 cos f}^ + (Zj g^ -^ml) sin t]^, 
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da OZ' innerhalb der Ebene OTZ' in Beziehung auf OT als Polar- 
axe die Amplitude + ri^ besitzt Femer folgt aus den Bedingungen: 

(26) IJ^ + m^g^ + n^h^=^0 und l^f^ + m^g^ + n^Äg == 0, 
wenn \ ein sogleich zu bestimmender Faktor ist, daß: 

(27) Zj = X^ (g^h^ - h^g^), m^ = A^ {hj^ -/; h^\ n^ = A^ {f^g^ - gj^). 
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (25) ein, so folgt: 

(28) K« " ^2 ^^^ "^1 ^ ^1 ^'^ ^^ (^3 ^2' + ^3^ - ^3 (i^ai^s + ^2^3)) 
1 = Aj sin 1^1 (/; - /; cos i7i), u. s. w. 

Nun können die Größen f^ — f^ cos rj^, ^3 — ^j cos rj^, A3 — Äg cos ly^ 
nicht gleichzeitig verschwinden , da die Summe ihrer Quadrate den 
Wert sin* 17^ hat, wir sin rj^ aber notwendig als von Null verschieden 

annehmen müssen. Es ist demnach L = -.— , und wir finden, indem 

^ Bin 7i 
wir die analogen Betrachtungen für die Axen OT' und OZ'' durch- 
führen, statt des Formelsystems (TV) das folgende: 

Zj sin 7]^ =-g^h^- h^g^y m^ sin rj^ = hj^ -f^ h^, n^ sin r^^ ==f^g^ -.^a/i'» 

(IV»>) - Z2 8ini72=5'3^-^3^i»'^a8ini7a=Vi--/8*i^'*a8ini73=/;5^i-^3/;; 

Z3 sin ^3 =^1 Äg - Äj^a, 7113 siniyg = Äj ^, -/; Äg, W3 sini/g =/; <7a -^1/;. 

Setzen wir in analoger Weise ^T'OZ"^t^, Z"OX" = e^, 
T'OY" = €3, so werden die Formeln: 

IZ3 = Zgcos«! ± (5^1 Wg - »w2Aj)sin€i, 
7W3 = W2COS€i ± (Äj Z^ - Tl^QwiB^, 
n^ = n^ cos 61 ± (/; »lg - Zg g^) sin c^ 

mit dem oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem der 
positive Drehungssinn der Axe OZ' von 07" nach OZ'' führt oder 
umgekehrt. Um hierüber zu entscheiden, multiplizieren wir beide 
Seiten der Gleichungen (29) mit f^^g^fh^ und addieren sie. Dann folgt, 
weil OZ' auf OY" senkrecht steht: 

(30) j 5^ "" =*= ^^^ ^ ^^2 0/3 ^ - h9i) + ^2 (Ä3/I - fzK) 
\ + ^2 (/ii^i - ^3/1)} = ± sin 61 sin ri^, 

oder: 

(31) ± jT = sin 61 sin t}^ sin ^3 = sin 63 sin 1^3 sin r}^ = sin 63 sin ri^ sin ^3 ; 

hier gilt offenbar, da die Sinus alle positiv sind, das obere oder 
untere Vorzeichen, je nachdem jP positiv oder negativ ist. 
In den Formeln (31) haben wir zugleich den Sinussatz der 
sphärischen Trigonometrie für das Dreieck X'¥'Z\ 
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Multiplizieren wir beide Seiten der Formeln (25) der Reihe nach 
mit /"j, ^j, Äj und addieren sie, so folgt: 

1 + ^ (/i^i - ^2/1)) = cos % cos 7?i - sin rj^ sin ^^ cos 63 ; 

bedenken wir, daß Cj, e^, 63 die Nebenwinkel derjenigen Winkel sind, 
die man gewöhnlich als die Winkel des sphärischen Dreiecks be- 
zeichnet, so ist klar, daß wir in der Gleichung (32) den Kosinus- 
satz der sphärischen Trigonometrie haben. Eine analoge 
Formel für cos s^ erhält man aus den Formeln (29), wenji man sich 
der den Formeln (IV**) entsprechenden Formeln: 

(IV^) ± f^ sin 6j = m^n^ — n^m^, etc. 

bedient. Aus ihnen ergiebt sich auch: 

(33) l j2 

= ± sm ßj {fj^ + g^m^ + Ä^ nj = 



(P) 



sm 171 sm 172 sm 1/3 

Was nun den Übergang von den rechtwinkeligen Koordinaten ar,y, z 
zu den schiefwinkeligen Koordinaten x, y, z' betrifft, so gelten 
zunächst wieder die Formeln (I). Ihre ümkehrung aber erhalten 
wir, wenn wir beide Seiten dieser Gleichungen der Reihe nach mit 
Zj, wij, Wj multiplizieren und sie addieren, dem Formelsystem (IV^) zu- 
folge in folgender Form: 

Tx = {J^x -{- m^y + n^z) sin ri^ , 

^y' = (4^ + ^2^ + «2^) sin ^2, 

l Tz' = (Zg^p + m^y + n^z) sin ^3 . 

Es ist hiemach nicht schwer, die Hauptformeln der Raum- 
geometrie in schiefwinkelige Koordinaten umzusetzen. Wir 
thun dies nur insoweit, als die Komplikation und Unbequemlichkeit 
der geometrischen Deutung der betreffenden Formeln nicht von selbst 
die Anwendung schief winkeliger Koordinaten als ungeeignet erscheinen 
lässt. Da ergiebt sich denn zuerst aus den Formeln (I**), daß die 
Sätze 43, 43* auf S. 118 und 48 auf S. 124 auch für schiefwinkelige 
Koordinaten gelten. Dasselbe folgt auf Grund der Formeln (I) für 
den Satz 47 auf S. 123; denn die Ebene: 

(34) ^ + y + £ = 1 

macht ja auf den Axen OX', OT, OZ' die Abschnitte «', b'^ c', die 
sich aus den Gleichungen: 

(35) i. = ^+^+*iu. s. w. 

^ ' a a c 
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ergeben. Natürlich stellt nun auch die Gleichung: 

(36) A'x' + By' + Cz' = B' 

eine Ebene dar, die auf den Axen OX', 0Y\ OZ' die Abschnitte 

D' D' ly 

-j7> d7* 7^ macht. Unverändert gilt endlich auch Satz 45 auf S. 121, d.h.: 

(37) X cos a + y cos ß' + z cos / =^ d 

ist die Gleichung einer Ebene, fiir welche das Lot ON — d vom An- 
fangspunkte mit den Axen OX', 07', OZ' die Winkel a, /?, / bildet. 
Indessen führt schon der Übergang von der allgemeinen Form (36) 
der Gleichung der Ebene auf die Form (37) zu komplizierten Formeln, 
insofern die Gleichung, der cos«', cos/?', cos/' zu genügen haben, 
nicht einfach genug ist; wir verzichten deshalb auf diese Entwicke- 
lungen. Auch der Ausdruck für das Quadrat des Radiusvektors 
r = OP durch die schiefwinkeligen Koordinaten x\y\z\ nämlich: 

(38) r2 = x'^ + y^ + z'2 + 2y'/ cos ^x + "^^x cos r/^ + 2 jr'y' cos m, 

ist schon zu kompliziert, als daß es sich empfiehlt, bei Aufgaben, 
in denen Entfernungen beUebiger Eichtung auftreten, schiefwinkelige 
Koordinaten anzuwenden. Indem wir schließlich wegen \.der For- 
meln (I) auf S. 141 auf die letzte Aufgabe verweisen, bemerken wir, 
daß, von besonderen Fällen abgesehen, sich die Anwendung schiefe 
winkeliger Koordinaten überall nur da empfehlen wird, wo nur die Fer~ 
kältnisse von Strecken auftreten. 



1. Aufgabe. Man transformiere die Gleichungen der Geraden 
der 4. Aufg. in § 17, S. 137 auf den Mittelpunkt der kürzesten 
Entfernung als Anfangspunkt, auf diese als z'-Axe und auf die Par- 
allelen zu den Halbierungslinien der Winkel der beiden Geraden als 
X' resp. y'-Axe. 

2. Aufgabe. Man beweise, daß der Ausdruck für das Quadrat 
der Entfernung zweier Punkte beim Übergänge von einem recht- 
winkeligen Koordinatensysteme zu einem andern sich nicht ändert. 

3. Aufgabe. Man bewerkstellige die Überführung des recht- 
winkeligen Koordinatenkreuzes OXr^ in das ihm kongruente Koordi- 
natenkreuz OX'TZ' dadurch, daß man das erste Kreuz zuerst um 

die Axe Z um die Amplitude cp dreht, wo cos qp = — ==r, sin tp = — ==, 

dann dieses um die neuey-Axe um die Amplitude t/;, wo cosi// = yi — Äj^, 
sin 1/; = — Äj, endlich dies um die letzte x-Axe um die Amplitude Xy 
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WO cosy = , . siny = -=1^=; man erhält dann die Formeln: 

x'=x cos (f cos \f} + y sin 9/ cos xp — z sin 'j//, 

y =x(— sinqo cos;^ + cos 9) sin;^ simfj) + y (cos 9? cos ;^ + sinqp sin;^ sini/;) 

+ zcost//sin;^, 
/=a:(sinqp sin;^ + cosqp cos;^ sintp)+y(— cos qp sin;^ + sin 9) cos;^ sin t/;) 

+ zcosi/zcos;^, 

deren Identität mit den Formeln (I*) für y = + 1 nachzuweisen ist 

Die Amplituden qp, t//, / wurden hierhei dadurch bestimmt, daß 

der Punkt [f^, y^, h^ in Beziehung auf das erste Zwischenkreuz die 

Koordinaten yi— A^*, 0, Aj und in Beziehung auf das zweite Zwischen- 
kreuz die Koordinaten 1, 0, 0, daß endlich der Punkt (/'j, g^^ h^ in 
Beziehung auf das letzte Kreuz die Koordinaten 0^ 1, haben muß; 
man beweist dann leicht, daß der Punkt (^3, g^, h^) die Koordinaten 
0, 0, 1 erhält 

4. Aufgabe. Eine Botation um die Amplitude S kann ersetzt 
werden durch die Aufeinanderfolge von zwei Spiegelungen an zwei 
Ebenen durch die Rotationsaxe, von denen die zweite aus der ersten 

durch Rotation um die Amplitude — entsteht 

Die Richtigkeit dieses Satzes, die ja für die r-Axe als Rotations- 
axe sehr leicht einzusehen ist, soll auch mit HiKe der Formeln (VI) 
und (VI*) für eine Axe beliebiger Richtung verifiziert werden; die 
Formeln der Spiegelung an der Ebene arcos A + y cos^t + zcosv = 
sind dann nach (VI*): 

x' = X •— 2{x cos k + g cos fi + z cos v) cos A etc. 

5. Aufgabe. Die Aufeinanderfolge zweier Rotationen {l, fjL, v) 
und (A', fi', v') (vergL die Formeln (Vil)) um den Anfangspunkt 
kann ersetzt werden durch die Rotation {X'\ fjL\ v"), wo: 

Beim Beweise ist darauf zu achten, daß von den beiden Werten, 
die sich für 1 + X"^ + ^i'^ + v"^ ergeben, nur derjenige brauchbar 
ist, der für T = |u' = i/' = in i + A» + |u* + v* übergeht Setzt 
man A = a^ : a^, /t* = «g : a^^, 1/ = Og : a^^ ; A' = Äj : b^, etc. ; Ä" = c^ : c^ etc. 
und Cq = a^b^ — a^b^ "" S^2 "" ^3^8> ^^ ^^^^ ^^® obigen drei Ro- 
tationen drei Quatemionen: a — a^e^ + a^e-^ + a^e^ + «8«8> ^ ^^^ c 
zugeordnet, von denen die letzte das Produkt der beiden ersten ist 
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6. Aufgabe. Man beweise aus den Formeln der vorhergehen- 
den Aufgabe, daß: cos — = cos — cos — — sin - sin — cos &", wenn t?*" 

der Winkel der beiden gegebenen Rotationsaxen ist. 

Diese Formel folgt auch aus dem Satze, daß die Rotationsaxen 
ein sphärisches Dreieck mit den halben Amplituden der Rotationen 
als Winkeln bestimmen; dieser Satz wiederum ergiebt sich mit Hilfe 
der 4. Aufgabe dadurch, daß man die erste Rotation durch zwei 
Spiegelungen ersetzt, deren zweite die Ebene ß-" durch die beiden 
ersten Rotationsaxen zur spiegelnden Ebene hat, und die zweite 
Rotation durch zwei Spiegelungen, deren erste die Ebene t?-" zur 
spiegelnden Ebene hat. 

7. Aufgabe. Jede Rotation kann ersetzt werden durch die 
Aufeinanderfolge einer Rotation um eine parallele Axe und dieselbe 
Amplitude und eine Translation in einer zur Rotationsaxe senkrechten 
Richtung. 

Es ergiebt sich das aus den Formeln: 

/i^ + i7iy + ^1^ = « + ^ + /i (^ - + ^''i (y — ^) + ^1 (-2^ - «)> etc., 
WO: a = (/"j — 1) Z + ^1 »i + Äj 71 u. s. w., (Z, w, w) einen Punkt der par- 
allelen Rotationsaxe bedeutet und a, b, c die Komponenten der 
Translation. Ist (/, m, n) der Fußpunkt des Lotes vom Anfangspunkte 

auf die neue Rotationsaxe, so ist umgekehrt : 4 1 sin^ -^ = (/l — 1) « + /'2 ^ 
+f^c U.S.W. Man findet so, daß die Translationsstrecke dem doppelten 
Produkte aus dem Abstände der beiden Axen in sin — gleich ist 

und mit diesem die Amplitude 90^ + — einschließt. Dies Resultat 

ergiebt sich auch leicht mit Hilfe der 4. Aufgabe, wenn man zwischen 
die beiden Spiegelungen, welche die Rotation erzeugen, zweimal die- 
selbe Spiegelung an einer zur zweiten spiegelnden Ebene parallelen 
Ebene einschaltet. 

8. Aufgabe. Die durch Aufeinanderfolge einer Rotation und 
einer Translation entstehende Bewegung: 

X = a + f^x + g^y + Aj Zy u. s. w. 

kann ersetzt werden durch eine Rotation um eine parallele Axe und 
eine Translation längs dieser (Schraubenbewegung). 
Man braucht nur zu setzen: 

a+/iar + 5'iy + ÄiZ = a + a +/ + ^i(a: — Z)+5'i(y— m) + Äi(z — w), U.S.W., 
wo a =. — a + {a cos a-\-h cos /9 + c cos y) cos a, u. s. w, und 4/sin^ — 
= -- ((/i — l)öJ + /i^ + /s^)» ^« 8« w. Die neue Translationsstrecke 
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ist demnach gleich der orthogonalen Projektion der alten auf die 
Botationsaxe, das Lot Ton (a^ b, c) auf die alte Axe schließt mit dem 

Lote von auf die neue Axe die Amplitude ^ + 90^ ein und ist 

gleich dem Produkte aus diesem mit 2sin — . 

9. Aufgabe. Man bestimme die Kosinus der Winkel, welche 
der Radiusvektor nach dem Punkte P mit den schiefwinkeligen Ko- 
ordinaten Xj y\ z mit den Axen OX', OZ', OZ' einschließt. 

cos a = — [x + y cos 17g + r' cos ri^ etc. 

10. Aufgabe. Man zeige, daß die Gleichung (I) auf S. 141 der 
Ebene durch drei Punkte auch für schiefvnnkelige Koordinaten gilt. 

Da nämlich: 

+ ^ Wy% - yi'O) sin nv n- s. w., 
«0 verwandelt sich obige Gleichung bei Anwendung der Substitution 
(I) in eine derselben Form, multipliziert mit dem Faktor T\ mit 
diesem ist also auch die rechte Seite von Formel (II) auf S. 142 zu 
multiplizieren, wenn man durch sie den dreifachen Rauminhalt des 
Tetraeders OP^T^V^ in schiefwinkeligen Koordinaten darstellen will. 



§30. 
Die Erzeugung von Flächen 2. Grades durch Kreise. 

Die von uns bis dahin betrachteten nicht ebenen Flächen (Kugel- 
fläche, gerader Kegel und Cylinder, einschaliges Rotationshyperboloid) 
hatten sämtlich die Eigenschaft^ eine Schar von Kreisen in par- 
allelen Ebenen zu enthalten. 

Wir fragen demgemäß, um Flächen allgemeinerer Art zu er- 
halten, nach dem Orte derjenigen Kreise ^ die über parallelen Sehnen 
eines Kegelschnittes als Durchmessern in zur Ebene des Kegelschnittes 
senkrechten Ebenen errichtet werden. 

Als Ebene des Kegelschnittes nehmen wir die Ebene OXY an 
und behandeln die beiden Fälle der Kegelschnitte mit und ohne 
Mittelpunkt gesondert. Im ersten Falle können wir die Gleichung 
des Kegelschnittes in der Form: 

(1) Äx^ + JBy^=C 

annehmen. Ziehen wir die parallelen Sehnen unter der Amplitude ß 
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gegen die Äxe OX und sei cc die Amplitude des konjugierten Durch- 
messers, so daß: 

(2) Ä cos a cos /(? + 5 sin a sin /? = 

(vergl. Gl. (9) auf S. 96), so wird bei Transformation auf diese beiden 
konjugierten Durchmesser, wenn man also: 

(3) X =■ x' cos cc + y cos /9, y = x sin a + y sin ß 
setzt (s. Satz 3, S. 21): 

(4) Äx^ + By^ = Äx'^ + -5'y^ 

wo: 

(5) Ä = Äcos^cc + Bsin^a, F = Acos^ß + jSsin^/S. 

Hat nun der Punkt P 
unseres Ortes (Fig. 63) die 
schiefwinkeligen Koordinaten 
OP,' = x, P,^Q=y', QP=z, 
und ist P^'B = Q die halbe 
Sehne durch PJ unter der 
Amplitude ß, die ja auf die 
Verlängerung der Ordinate 
P^rQ fällt, so ist: 

(6) y'2 + z^ = Q^ 
und: 

(7) Ä'x'^ + JS'(;2 _ c 
folglich: 

(8) J'x'2 + By'^ + B'z' = C, 

also schheßlich nach (4): 

(I) Äx^ + %2 ^ ff ^2 _ c; 

M7Ö B' = A cos^ ß + B sin^ ^, rf2<? Gleichung des gesuchten Ortes, 

Wir untersuchen nunmehr genauer die aus den einzelnen Mittel- 
punktskegelschnitten entstehenden Flächen: 

a) Der Kegelschnitt bestehe aus zwei zur Axe OX parallelen 
Geraden, seine Gleichung sei also: 

(9) y^ = b\ 
dann geht (I) über in: 




Fig. 63. 



y 



X 



+ -. = h 



6« 



WO c^ = ^r-ny unsere Fläche ist demnach der Ort einer zur Axe OX 

sin*p' 
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Elliptischer Oylinder. 



^SWJ-^ 



parallelen Geraden, deren Spurpunkte in der Ebene YZ eine Ellipse 
mit den Halbaxen b und c beschreiben, d.L ein elliptischer 

Cylinder (Fig. 64). 
Der Weg, auf dem 
wir zu diesem Cy- 
linder gekommen 
sind, zeigt aber auch, 
daß jeder durch eine 
Gleichung von der 
— y Form (I*) dargestellte 
elliptische Cylinder 
{b < c) zwei Scha- 
ren von Kreisen in 
Ebenen enthält, die 
zur 2'-Axe parallel 
sind und die or-Axe 
unter der Amplitude 
± ß schneiden, wo 




Fig. 64. 



sin/? = — ist; jeder 

elliptische Cylinder ist 
also zugleich ein schiefer Kr eiscy linder, 

b) Der Kegelschnitt bestehe aus zwei Geraden durch den An- 
fangspunkt, so daß wir seine Gleichung in der Form: 



(10) 



X 

ä 






annehmen können. Dann geht (I) über in: 



(P) 



WO: 



(11) 



?* - ?^* 4- - - 



1 _ cos'^ 8in"|9 

i ^ ~~ 



a* 



2 » 



und das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem tg^ ^ — , je 

et 

nachdem also ß kleiner oder größer als die Amplitude y des in den 
ersten Quadranten fallenden Halbstrahles unseres Geradenpaares ist 

Wir können uns auf den zweiten Fall tg/9 > — beschränken, da der 

erste Fall aus diesem durch Vertauschung der ar- mit y-Axe hervor- 
geht. Dann besteht die durch (P) dargestellte Fläche aus den Geraden, 
welche den Anfangspunkt mit den Punkten der in der Ebene ir = a 



Schiefer Kreiskegel, 
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y 



x" 



Tj 



gelegenen Ellipse: ?§ + -g = 1 verbinden, ist also ein elliptischer 

Kegel oder schiefer Kreiskegel (Fig. 65, der Kegel besitzt natür- 
lich noch einen 
zweiten Mantel, 
das Spiegelbild 
des ersten in Be- 
ziehung auf die 
Ebene YOZ als 
Spiegel); denn ent- 
hält die Fläche 
den Punkt (a, 
h cos 1/;, c sin t/;), so 
enthält sie auch 
alle Punkte (i a, 
Xb cosi/^, Äcsint/^), 
wo X alle Werte 
von — 00 bis 
+ 00 durchlaufen 
kann. 

Denken wir 
uns umgekehrt «, 
b und c gegeben, 
so folgt aus: 




Fig. 65. 



(11*) 



sin* ß cos* ß 1 



a' 




SO daß c > Ä sein muß. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so 
finden wir die folgende Kon- 
struktion der Amplitude ß 
(Fig. 66): Ist D der Punkt des Geradenpaares mit der Amplitude / und 
dem Radiusvektor ^a^ + c^, so schneidet der um L mit dem Radius c 
geschlagene Kreis die Axe OZ in zwei Punkten E und E\ für welche 
ß = ^ XEB resp. XE' B ; denn es ist sin {XEB) : sin / = f/a^-IfT» : c, 

und man sieht zugleich, daß die Ordinate von B oder ■ ^^ < c 

1/SM^ 



Fig. 66. 
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sein muß, weil & < c ist. Ist b = c, so £ällen E und JS' zusammeiiy 
und der Kegel wird ein gerader. 

Hiemach können wir den folgenden Satz aussprechen: 

57. Sind drei Strecken a^b <, c gegeben^ so konstruiert man folgender- 
maßen den durch die Gleichung: 

dargestellten elliptischen Kegel. Man konstruiere in der Ebene OXY 
das Geradenpaar — — -^ = 0, suche das Dreieck ODE resp. ODE', 

von dem eine Seite OD = yc^^^^^ auf eine der Geraden fallt, die 
zweite OE resp. OE' auf die Äxe OX und die dritte die Länge v 
hat; die Kreise über den dieser dritten Seite parallelen Sehnen des Ge- 
radenpaares als Durchmessern in Ebenen parallel zur Axe OZ erfüllen 
dann den Kegel. Ist b = c, so geht der elliptische Kegel in einen geraden 
Kreiskegel über. 

c) Ist der Kegelschnitt die Hyperbel: 

(13) ?^-$-' 

und tg^>-, so geht Gleichung (I) über in: 

Cv 

WO: 



(1^) 



£ _ 8in'|g co8^ 



SO daß wieder c > ä ist. Da ß hier größer ist als die Amplitude 
der in den ersten Quadranten fallenden Asymptote der Hyperbel, 
so gehören die Endpunkte jeder Sehne unter der Amplitude ß je 
einem Zweige der Hyperbel an, unsere Fläche besteht also ebenso 
aus zwei Schalen, wie der aus dem Asymptotenpaar (10) nach der- 
selben Regel entstehende Kegel, der sogenannte Asymptotenkegel 
(P) unseres zweischaligen Hyperboloids (Fig. 67),^ aus zwei 
Mänteln. Während diese aber im Mittelpunkte aneinanderstoßen, 
sind die beiden Schalen dieses Hyperboloids ebenso von einander ge- 
trennt, wie die beiden Zweige der Hyperbel. Ist ß = 90^ oder ^ = c, 



* In einigen der folgenden Figuren kommen größerer Anschaulichkeit 
wegen Abweichungen von den auf S. 111 aufgestellten Regeln für die Orien- 
tierung des Koordinatensystems oder die Verkürzung der einen Axe vor. 
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stehen also die Ebenen der erzeugenden Kreise auf dem Orte ihrer 
Mittelpunkte, nämlich der Axe OX, senkrecht, so entsteht unsere Fläche 
durch Eotation der Hyperbel um deren schneidende Axe und heißt 
zweischaligesEotationshyperboloid, während zugleich der Asymptoten- 
kegel durch Rotation des Asymptotenpaares um dieselbe Axe entsteht. 




Fig. 67. 



Die Bedeutung des Asymptotenkegels auch in dem allgemeinen Falle 
liegt unter anderem darin, daß die Richtungskosinus cos a, cos /9, cos ;' 
jeder Kante desselben der Gleichung: 



(14) 



COS*« cos*^ cos^y p. 



a' 



genügen, die Kante das Hyperboloid also nur in unendlich fernen 
Punkten triflFt. 

Wir erhalten hiernach den folgenden Satz: 
58. Sind drei Strecken a, b <i c gegeben^ so konstruiert man folgen'^ 
dermaßen das durch die Gleichung: 



(I«) 



x" 

^ 



y' 



%" 



,y — 5= 1 



dargestellte zweischalige Hyperboloid, Man konstruierte in der Ebene 

Schür, Analytische Geometrie. 11 
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Mnsohaliges Hyperboloid. 



X 



OXT die Hyperbel -§ — p = 1, suche das Dreieck ODE resp. ODE\ 

von dem eine Seite OD ^ ycJ^^^ ^'^f ^^''^ Asymptote der Hyperbel 
fällt, die zweite OE resp, OE' auf die Äxe OX, und die dritte die 
Länge c hat; die Kreise über den dieser dritten Seite parallelen Sehnen 
der Hyperbel als Durchmessern in Ebenen parallel zur Äxe OZ erfüllen 
dann das Hyperboloid. Ist b ^= c, so ist die Fläche ein zweischaliges 
Rotationshyperboloid. 

d) Ist der Kegelschnitt wieder die Hyperbel: 



(13) 



X' y 



a 



^ = 1 



aber tg/9 < — , so geht Gleichung (I) über in: 



(i") 

wo: 
(11»>) 



^ _2^ , ** _ 1 



1 ___ cos'l? 8in*/9 



Da ß hier kleiner ist als die Amplitude y der in den ersten 
Quadranten fallenden Asymptote der Hyperbel, so trifft jede Sehne 




Fig. 68. 

unter der Amplitude ß beide Zweige der Hyperbel, c ist als der 
unter ß gezogene Halbmesser der Hyperbel > a, und die durch (P) 
dargestellte Fläche besteht aus einer zusammenhängenden Schale, die 
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X' . *' 



längs der Ellipse y = 0, -i + -| = 1, der sogenannten Kehlellipse, 

zusammengeschnürt ist und heißt einschaliges Hyperboloid 
(Fig. 68). Auch dieser Fläche gehört ein Asymptotenkegel: 

(14) $-F' + ?» = ^ 

ZU, der aus dem Asymptotenpaar der Hyperbel (13) ebenso entsteht, 
wie das Hyperboloid aus der Hyperbel; in Beziehung auf Satz 57 
sind dann nur x mit y sowie a mit b zu vertauschen. Ist ^ = 90^ 
oder a =i c, so entsteht die Fläche durch Rotation der Hyperbel um 
deren nicht schneidende Axe und heißt ein einschahges Eotations- 
hyperboloid. 

Wir können hiemach den folgenden Satz aussprechen: 
59. Sind drei Strecken b, c ^ a gegeben^ so findet man folgender-^ 
maßen das durch' die Gleichung: 

dargestellte einschalige Hyperboloid, Man konstruiere zuerst in der 

Ebene OXT die Hyperbel — — ^ = 1, suche die Durchmesser derselben 

von der Länge 2 c und errichte über den diesen Durchmessern parallelen 
Sehnen als Durchmessern Kreise in Ebenen parallel zur Axe OZ ; ist 
a = Cy so wird die Fläche ein einschaliges JRotationshyperboloid, 

e) Ist der Kegelschnitt endlich die Ellipse: 

(15) j;+i-'=i' 

so geht die Gleichung (I) über in: 

d") S + P + ? = i' 

wo: 

c also der zur Amplitude ß gehörige Halbmesser der Ellipse ist, so 
daß c zwischen a und b liegen muß. Eine solche Fläche heißt ein 
Ellipsoid (Fig. 69) und hat eine eiförmige, ganz im Endlichen 
enthaltene Gestalt. Ist a > ^ und ß = 0, alßo c = a, so entsteht 
die Fläche durch Eotation der Ellipse um deren kleine Axe und 
heißt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Ist /9=90^ oder 
c = b, so entsteht die Fläche durch Rotation der Ellipse um deren 
große Axe und heißt ein verlängertes Rotationsellipsoid. Für 

11* 
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Ellipsoid. 



a = b = c geht endlich die Fläche in eine Kugel üher. Hiernach 
ergiebt sich: 

60. Sind drei Strecken ay^ c y^ b gegeben^ so findet man folgender- 
maßen das durch die Gleichung: 



- 4- — 4- - — 1 



dargestellte Mlipsoid, Man konstruiere zuerst in der Ebene OXY die 
Ellipse -j + p = 1^ suche die Durchmesser derselben von der Länge 2 c 
und errichte über den diesen Durchmessern parallelen Sehnen der 



Ti 




-X 



Fig. 69. 

Ellipse als Durchmessern Kreise in Ebenen parallel zur Äxe OZ; je 
nachdem c = a oder = b, ist die Fläche ein abgeplattetes oder ein ver- 
längertes Rotationsellipsoid^ für a = b ^= c ist sie eine KugeL 
Es bleibt nur noch der Fall der Parabel: 

(17) y2 _ 2;?x = 

übrig. Machen wir hier die durch die Formeln (vergl.{17) auf S. 97): 

(18) a: = « + ar' + y cos /9, y = Ä + y sin ß 



Elliptisches Pa/raboloid. 



165 



ausgedrückte Koordinatentransformation, so wird: 
(19) y2 _ 2p X == y^ sin»/? - 2p x\ 

falls ^2 — 2 a/? = und tg/? = ~, der Punkt (a, ä) also der Schnitt- 
punkt (y der Parabel mit dem Orte der Mittelpunkte der unter der 
Amplitude ß gezogenen Sehnen ist, und die Axe 0' 7' die Tangente 
in diesem Punkte wird (vergl. Gl. (13), S. 73 und Formel (III), S. 101), 
Hat nun wieder der Punkt P (Fig. 70) unseres Ortes die schief- 
winkeligen Koordinaten O'P^/ = x\ P^'Q^y'y QP = z und ist P^/Ä = q 
die halbe Sehne durch P^f unter der Amplitude ß gegen OX, so ist: 




Fig. 70. 



y2 + Z^=^Q 



Q^sm^ß^2px =0, 



(20) 
und: 
(21) 
folglich: 

(22) y'«sinV ~ 2px' + zHin^ ß = 0, 
also schließlich nach (19): 

(23) 3/2 _^_ ^2 8in2 ß ^2px = 
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die Gleiohting des gesuchten Ortes. Setzen wir g = -^^, so können 
wir sie schreiben in der Form: 

(H) ^^ + "^ = 2^. 

Diese Fläche heißt elliptisches Paraboloid, der Punkt O 
ihr Scheitelpunkt; sie kann hiemach dem folgenden Satze gemäß 
gefunden werden. 

61. Sind p < q zwei positive Sirecken, so konstruiert man folgender- 
maßen das durch die Gleichung : 

(H) ^- + '^^2x 

dargestellte elliptische Paraboloid, Konstruiert man zuerst in der Ebene 

OXT die Parabel y^ = 2/?ar und ist sin^/9 = ^^ so erfüllen die Kreise 

über den unter den Amplituden ±^ gegen die Äxe OX geneigten Sehnen 
als Durchmessern in Ebenen parallel zur Äxe GZ das Paraboloid. Ist 
p =: q^ so ist die Fläche ein Rotationsparaboloid, 

Die dargelegte doppelte Erzeugung der durch die Gleichungen 
(I) und (11) dargestellten Flächen durch Scharen von Kreisen, deren 
Durchmesser parallele Sehnen eines Kegelschnittes sind, ist zur Kon- 
struktion von Kartonmodellen ^ dieser Flächen benutzt worden. Man 
denke sich in der Ebene des Kegelschmttes (1) oder (17) eine An- 
zahl von Sehnen unter den Amplituden + ß und — /9 in gleichen 
Abständen gezogen und schneide aus Karton kreisförmige Scheiben 
aus, deren Durchmesser diese Sehnen sind. Auf den Sehnen markiere 
man die Schnittpunkte mit den Sehnen der anderen Schar und er- 
richte in ihnen Lote zu den Sehnen. Macht man längs dieser Lote 
geeignete Einschnitte in die Kartonscheiben, so kann man diese so 
durcheinander stecken, wie es der Lage der Kreise auf der Fläche 
entspricht, und erhält so ein anschauliches Modell der Fläche. Dies 
Modell ist aber nicht starr, kann vielmehr um jene Lote so bewegt 
werden, daß die Kreisscheiben einander parallel bleiben und, wie 
wir sofort sehen werden, stets eine Fläche derselben Art ergeben 
(vergl. Aufg. 7 in § 11 auf S. 102). Beziehen wir nämlich die Kegel- 
schnitte (1) oder (17) auf zwei Axen OT und GY' mit den Ampli- 
tuden + ß und — /?, setzen also: 

(24) x = {x' + y )cos/9, y = (ar' - y')sin/?, 



* Kartonmodelle von Flächen 2. Ordnung konstruiert nach Angabe von 
A. Brill, Verlag von L. Bbill in Darmstadt, Pr. 16 M. 
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so gehen die Gleichungen der Kegelschnitte in: 

(25) Ä (ar' + yO^ cos» ß + B{x' - y')^ sin« ß=C 
und: 

(26) {x - y)2 sin2 ^ - 2p (a-' + y') cos /? = 

über. Geht nun bei der Drehung des Modells 2ß in 2/9' über, 
so gelten für die neuen Kegelschnitte dieselben Gleichungen in Be- 
ziehung auf die gedrehten Axen OX' und 0Y\ in Beziehung auf 
die Halbierungslinien OXund OZdes Winkels 2ß' also die Gleichungen: 

(27) Ax^^ + St/^^ = C 
und: 

(28) 3/^-T^ — 2üa: ^ = 0. 

Die Gleichung der neuen Fläche ist daher: 

(29) Ax' ^ + By^ ^J| + B'z» = C 
resp. : 

(30) y2^^^2 8in2^_2j9X-^^ = 0, * 

^ ' «^ sm* |y »^ ^ cos p^ . 

womit unsere Behauptung bewiesen ist, da B denselben Wert hat 
wie oben (vergl. Gl. (5)). 

1. Aufgabe. Man zeige, daß man jede der in diesem Para- 
graphen erzeugten Flächen dadurch aus einer Eotationsfläche der- 
selben Art herleiten kann, daß man jedem Punkte P (ar, y, z) der 
Eotationsfläche den Punkt F mit den Koordinaten x = x, y' = y, 
z = Xz zuordnet, vorausgesetzt, daß OX oder OY die Eotationsaxe 
ist (Affinität). 

2. Aufgabe. Nach den Erläuterungen zur S.Aufgabe in § 17 
auf S. 137 erhält man als Gleichung der Eotationsfläche einer Geraden, 
die von der Axe OZ den in der Ebene OXF gelegenen kürzesten 
Abstand k hat und mit ihr den Winkel & bildet, um 0^? als 

Eotationsaxe: — -^^ — , , g = 1; man zeige durch Ausführung 

einer in der vorigen Aufgabe besprochenen Affinität {x = x\ y = li/\ 
z =z), daß jedes einschalige Hyperboloid zwei Scharen von geraden 
Linien enthält. 

Bei einer solchen affinen Transformation entspricht nämlich 
jeder Ebene wieder eine Ebene, also auch jeder Geraden wieder 
eine Gerade. 



168 FWßhen 2. Grades. 



3. Aufgabe. Es sind gegeben zwei windschiefe gerade Linien 
und eine Ebene durch die kürzeste Entfernung derselben; man suche 
den Ort derjenigen Kreise, welche in Ebenen liegen, die parallel zur 
gegebenen Ebene sind, und deren Durchmesser jedesmal die Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte der betreflfenden Ebene mit den 
gegebenen Geraden (einschaliges Hyperboloid). 

Man mache den kürzesten Abstand der Geraden zur Axe OZ, 
dessen Mittelpunkt zum Anfangspunkt und die Halbierungslinien des 
Winkels der beiden Geraden zu OX und OT; der Kreis wird jedes- 
mal dargestellt als Schnitt seiner Ebene mit einer Kugel über seinem 
Durchmesser. 

4. Aufgabe. Es sind gegeben die beiden kongruenten Kreise: 
(ar — /)2 + (y — my + z^ = cPf xsiaß — y cos/? = /sin/9 — mcos/9und; 
(x + l)'^ + {i/ + rnf +z^==(P, arsin/9 — ycos/9= — Isinß + mcos/9 

in parallelen Ebenen; man bestimme den Ort der Kreise durch die 
jedesmaligen vier Schnittpunkte dieser beiden Kreise mit den Ebenen 
der Parallelschar: xsmß + t/cosß = u. (Man erhält die Gleichung: 

— mx^smß + /y^ cos/9 -|- z^{lsmß — »i cos /?) sin /9 cos /? 

= {d^ sin /9 cos /9 — Im) (/ sin /9 — w cos /?).) 

5. Aufgabe. Auf einer Geraden sind gegeben drei feste Punkte; 
welchen Ort beschreibt irgend ein anderer fester Punkt derselben, 
wenn die Gerade sich so bewegt, daß die drei festen Punkte sich 
in den drei Koordinatenebenen bewegen. 

Man denke sich die bewegliche Gerade durch den Ortspunkt 
und ihre Bichtungskosinus gegeben und drücke aus, daß die drei 
Punkte mit den gegebenen Abständen vom Ortspunkte in den drei 
Koordinatenebenen liegen ; die Elimination der Eichtungskosinus er- 
giebt dann die gesuchte Gleichung. 

6. Aufgabe. Ordnet man jedem Punkte F des Ellipsoids (P) 
den Punkt f(x = Jl/a^-Ä^ y = 0, z' = ^j/T^":!^) der Ebene 

OXZ zu, so ist stets P^ = P^; sind daher P^, P^, Pg drei Punkte 

der Scheitelellipse ^, + ^ = 1, so kann hiernach das Ellipsoid ebenso 

erzeugt werden, wie die Ellipse nach Formel (24) in § 9 auf S. 81 
(vergl. auch den Text daselbst). 

7. Aufgabe. Man untersuche die Schnitte der Flächen (I*) 
bis (P) und (II) mit den Koordinatenebenen und den diesen parallelen 
Ebenen. 
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§ 31. 
Die Gleichungen der Flächen 2. Grades bezogen auf Koordinaten- 
ebenen, die deren Symmetrieebenen parallel sind. 

Die GleichuDgen (I) und (II) des vorigen Paragraphen sind oflfen- 
bar enthalten in der allgemeineren Form: 

(I) Ax^ + By^ + Cz^ + 21)x + 2Ey + 2Fz + 6^ = 0. 

Diese Gleichung wollen wir in analoger Weise untersuchen wie 
in § 7 die entsprechende Gleichung in der Ebene. Wir werden also 
die durch eine solche Gleichung etwa dargestellte Fläche zuerst mit 
der Geraden: 

(I) ar = / + w cos a, y = m + u cos ß, z =s n + u cos y 

zum Durchschnitt bringen. Wir erhalten dann für u die quadratische 
Gleichung: 

i u^ {A cos^ a -\- B cos^ ß 4- Ccos^ y) 

(II) + 2m ((^/ + i>) cos a + [Bm + E) cos /? + (Cn + i^ cos y) 

I + ^P + Bm^+ Cn^ + 2DI + 2Em + 2Fn +0 = 0, 

deren Wurzeln die Abstände der gesuchten Schnittpunkte vom Punkte 
(/, m, VL) der Geraden (1) auch dem Vorzeichen nach liefern; die 
Anzahl dieser Schnittpunkte ist also i. A. zwei. Gehört der Punkt 
(Z, rrij n) selbst der Fläche an, verschwindet also das konstante Glied 
in Gleichung (II), so hat diese eine verschwindende Wurzel. Es 
wird daher auch die zweite Wurzel verschwinden, oder die Gerade 

(1) wird eine Tangente der Fläche sein, wenn ihre Richtungskosinus 
der Gleichung: 

(2) [AI + B) cos a + [Bm + E) cos/9 + (Cn + i^)cos / = 

genügen, oder die Gerade der Ebene: 

(3) [x - 1)[Äl + i)) + (y - m)[Bm + E) + [z -- n)[Cn + F) =: 
angehört, welche Gleichung wegen: 

(4) {Al+D)l + {Bm + E)m+{Cn + F)n + Dl-\'Em + Fn+G^O 

übergeht in: 

(III) {Al+B)x + {Bm + E)y + {Cn-Y F)z + BI+ Em + Fn+ G^Q, 

Diese Ebene, die der Ort der Tangenten eines Punktes (/, m, n) 
der Fläche ist, heißt Tangentialebene. Gleichung (TU) wird 
offenbar dann und nur dann keine Ebene darstellen, wenn die Ko- 
ordinaten l, m, n des Punktes der Fläche gleichzeitig die drei 
Gleichungen: 

(5) AI + B=^ Bm + E=Cn + F==0 



4 

170 Gerade Linien auf einer Fläehe 2. Grades, 



befriedigen* können ; dann ist Gleichung (2) für die Eichtungskosinus 
aller Geraden durch diesen Punkt erfüllt, und es können die in 
der Form (1) dargestellten Koordinaten ar, y, 2: eines von (/, m, n) 
verschiedenen Punktes nur dann der Gleichung der Fläche genügen, 
wenn: 

(6) A C082 a + £ cos»/? + Ccos^ y =^ 

ist. Dann ist also Gleichung (11) für jeden Wert von u befriedigt, 
oder die Gerade ist ganz in der Fläche enthalten, d. h. diese ist 
eine Kegel fläche mit der Spitze im Punkte (/, m, w). Ist (/, m, n) 
nicht die Spitze einer solchen Kegelfläche, stellt also Gleichung (III) 
die Tangentialebene im Punkte (Z, wi, n) dar, so folgt ebenso, daß 
diese dann und nur dann einen von (/, m, n) verschiedenen Punkt 
(ar, y, z) der Fläche enthalten kann, wenn Gleichung (6) befriedigt 
ist, wenn also die Gerade (1) in der Fläche enthalten ist. Um dar- 
über zu entscheiden, ob diese Gleichung durch reelle Werte von 
cc, ß, /, die zugleich Gleichung (2) befriedigen, erfüllt werden kann, 
eliminieren wir cos;^ aus (2) und (6), indem wir annehmen, was ja 
nur Sache der Bezeichnung ist, daß Cn + F von Null verschieden 
sei. Dann erhalten wir die folgende Gleichung für cos« und cos/S: 

cos^a{Ä{Cn + F)^ + C{Al+DY] + cos^ß\£{Cn+FY + C{Bm+E)^] 

+ 2C{Al+D){£m + F)cosacosß = 0; 

diese quadratische Gleichung für cos a : cos /? hat dann und nur dann 
reelle Wurzeln, wenn: 

{A{Cn + Ff + C{Al + JDY\[B{Cn + Ff + C[Bm + Ef] 

-C^{Al + Df(£m + Ff^O, 
Die Ausrechnung der linken Seite ergiebt: 

{Cn + F)^ABC{AP + Bm^ + Cn^ + 2DI + 2Em + 2Fn) 

+ BCD^ + CAE^ + ABF^] ^ 0. 
Setzen wir also: 



(7) 



(B) 



(9) 



(IV) BCD^ + CAE^ + ABF^ - ABCG = J, 

so erhalten wir die Bedingung, daß J ^ sein muß. 

Wir erhalten hiemach das Eesultat: 

62. Eine durch Gleichung (I) dargestellte Fläche besitzt in jedem 
Punkte (/, TW, w), wenn sie nicht eine Kegelfläche mit der Spitze 
(Z, m, n) ist, als Ort der Tangenten des Funktes an die Fläche eine 
Tangentialebene, deren Gleichung (III) ist; ist <J > 0, so hat diese 
Tangentialebene mit der Fläche nur den Berührungspunkt gemein ^ für 
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J = zwei zusammenfallende und für J < zwei getrennte gerade 
Linien. 

In dem letzten Falle wird offenbar jede der beiden Geraden 
einer Tangentialebene je eine der beiden Geraden jeder anderen 
Tangentialebene schneiden müssen, da die Schnittpunkte der Schnitt- 
geraden der beiden Ebenen mit den vier Geraden sich auf die 
beiden Schnittpunkte der Schnittgeraden mit der Fläche verteilen 
müssen. Hieraus folgt leicht, daß eine solche Fläche zwei Scharen 
von Geraden enthält, von denen jede jede Gerade der anderen Schar 
trifft. Den analytischen Beweis hiervon geben wir in den einzelnen 
Fällen. 

Setzen wir nun nicht mehr voraus, daß (/, tw, n) ein Punkt der 
Fläche (I) sei, sehen also von dem Bestehen der Gleichung (4) ab, 
so drückt Gleichung (2) aus, daß (/, w, n) der Mittelpunkt der Sehne 
mit den Richtungswinkeln a, /?, y ist. Es ist daher: 

(V) {Äx. + i>)co8a + {By + E)coBß + [Cz + i^)cos/ = 

die Gleichung des Ortes der Mittelpunkte der unter den Richtungs- 
winkeln a^ ß, y gezogenen Sehnen der Fläche; dieser Ort ist also 
eine Ebene, eine sogenannte Durchmesserebene. Sie wird eine 
Symmetrieebene der Fläche, wenn ihre Normale ebenfalls die 
Richtungswinkel a, /9, y besitzt, wenn also: 

/c\\ -4. cos« r. Bcob8 Ccosr 

(9) cos« = -^^, cos/9 = -^, cosy = —^, 

wo: 

(10) N= ± y Ä^ cos2 a + £^ cos2 ß + C^ cos« y. 

Die Durehmesserebene wird also eine Symmetrieebene, sobald die 
Sehnen einer derjenigen Koordinatenaxen parallel sind, für welche 
das entsprechende quadratische Glied in der Gleichung der Fläche 
einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat; denn wenn z. B^ 
J = ist, so gehört der Richtung OX keine Durchmesserebene zu. 
Sind die Sehnen nicht einer der Koordinatenaxen, wohl aber einer 
der Koordinaten ebenen, z. B. der Ebene OXY parallel, so kann die 
zugehörige Durchmesserebene nur dann Symmetrieebene werden, 
wenn A = £^0-, dann ist jede zu einer der Ebene OZZ parallelen 
Sehnenrichtung gehörige Durchmesserebene zugleich Symmetrieebene, 
die Fläche wird von jeder Ebene z =v in einem reellen oder ima- 

— — , — -j, vj geschnitten, ist 

also eine Rotationsfläche. Ist die Sehnenrichtung auch keiner der 
Koordinatenebenen parallel, so kann die Durchmesserebene nur dann 
Symmetrieebene werden, wenn A = £ = C^O; dann ist die Fläche 
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(D E F\ 

dem Badius iZ-Tä, und es ist jede Durchmesserebene Symmetrie- 
ebene. Wir erhalten so den Satz: 

63. Der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer durch 
Gleichung (I) dargestellten Fläche ist eine sogenannte Durchmesser ebene. 
Eine solche ist Symmetrieebetie der Fläcjiey sobald die Sehnen einer der- 
jenigen Koordinatenaxen parallel sind, für welche da^ entsprechende 
quadratische Glied in (I) einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat, 
außerdem für alle zur Rotationsaxe senkrechten Sehnenrichtungen, falls 
durch (I) eine Rotationsfläche dargestellt ist, von den erwähnten Koeffi- 
zienten also zwei einander gleich und von Null verschieden sind, endlich 
für alle Sehnenrichtungen, falls diese Koeffizienten sämtlich einander 
gleich und von Null verschieden sind, die Fläche also eine Kugel ist 
Um Genaueres über die Art der durch Gleichung (I) dargestellten 
Flächen zu erfahren, werden wir offenbar am besten ihre Symmetrie- 
ebenen zu Koordinatenebenen machen. Wir gehen dabei von dem 
ungünstigsten Falle aus, daß nur eine solche Symmetrieebene 

existiert, daß also nur eine 
von den drei Größen J, B, C 
von Null verschieden sei, 
nämlich C. Dann sind die 
sämtlichen Durchmesser- 
ebenen der einen Symmetrie- 
ebene unter ihnen, der Ebene 
C2:+ #= 0, parallel, und wir 
werden diese durch die Sub- 
stitution Cz+ F = Cz zur 
neuen Ebene O X'Y' machen. 
Weiter finden wir, daß J = 0, 
daß also die Fläche von jeder 
Tangentialebene längs je einer 
Geraden berührt wird, und 
daß diese Geraden den 
Gleichungen (2) und (7) zu- 
folge sämtlich der Schnittlinie der Ebenen xD + yE = und 
2: = parallel sind. Wir werden daher die neue Axe O T diesen 
Geraden parallel machen und schließlich die folgende Substitution 
ausführen: 
11X/ E D , D E r. , ^ ^ 




Fig. 71. 



l/i^'^+i"« yu'^E 



)//)» + ^2 1/Z)« + ^^" 
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wodurch Gleichung (1) übergeht in: 

(12) (72/2 + 2C^IJ^- + E^y' + CG-F^==^0, 

d. i., falls D und £ nicht gleichzeitig verschwinden, die Gleichung 
eines parabolischen Cylinders (Fig. 71), dessen Kanten die 

ß D 

Richtunffskosinus: -7^-—-=, — — =:== im alten Systeme haben. 

Wir erhalten also hier schon eine Fläche, die nicht zu den im 
vorigen Paragraphen erzeugten gehört. Ist D = U = 0, so handelt 
es sich um ein Paar paralleler Ebenen, die auch zusammenfallen 
oder imaginär sein können. 

Betrachten wir zweitens den Fall, daß nur zwei Symmetrie- 
ebenen existieren, welche auf Koordinatenaxen senkrecht stehen, 
daß also etwa Ä = 0, B und C hingegen von Null verschieden sind. 
Verlegen wir dann die Axe O'Z' in die Schnittlinie der beiden 
Symmetrieebenen: JSy + JS=0, Cz + F=0, setzen also: By-\-E=^By 
und Cz + F = Cz', so geht die Gleichung (1) über in: 



(13) 



5^2 + cy2 + 2Dx+G-^^^ = 0. 




Fig. 72. 

Hier ist nun zuvörderst der Fall besonders zu behandeln, daß 
auch D = ist; dann verschwindet auch J = BCD^, und die durch 
(I) dargestellte Fläche ist, wofern sie überhaupt reell ist, ein Cy lind er. 
Derselbe ist, falls BC>0, elliptisch (s. Gl. (P) auf S. 157), falls 
-ßC<0, ein Ebenenpaar oder ein hyperbolischer Cylinder 
(Fig. 72); auch die letzte Fläche konnten wir im vorigen Para- 
graphen nicht erhalten. Hier gehen offenbar alle Durchmesserebenen 
durch die Schnittlinien der beiden Symmetrieebenen, welche Axe 
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des Cylinders heißt; jeder Punkt der Äxe halbiert jede ihn enthaltende 
Sehne des Cylinders und ist folglich ein Mittelpunkt desselben, 

Ist nunmehr D von Null verschieden, so verschieben wir den 
Anfangspunkt auf der Axe (/ X' so, daß das konstante Glied in (13) 
fortfällt, setzen also: 

(14) 2I)x + G^^^^^2I)x', 

wonach die Gleichung unserer Fläche die Form: 

(15) ßy'^ + Czf^ + 2Dx = 

annimmt Sind hier B und C von demselben Zeichen, oder J > 0, 

G D 

und etwa B\C> 1, so können wir ^= sin*/S und —= — p setzen, 

Jt> JD 

die Fläche ist also ein elliptisches Paraboloid, das wir nach 
der Vorschrift des Satzes 61 konstruieren können. Das elliptische 
Paraboloid wird nach Satz 62, weil J > ist, von jeder Tangential- 
ebene in einem Punkte berührt, enthält also keine geraden Linien. 



Fig. 73. 

Sind aber B und C von verschiedenem Zeichen oder J < 0, so 
haben wir eine Fläche, deren Gleichung keine der im vorigen Para- 

grapiien behandelten Formen besitzt. Setzen wir: — -h = tg' a und 
— ^ = P, so nimmt sie die Form: 

JD 

(VI) y^--z'Hg^cc^2px 
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an, nach welcher direkt diejenigen beiden Scharen von Geraden dar- 
gestellt werden können, welche die Fläche nach Satz 62 enthalten 
muß. Die Tangentialebene im Anfangspunkte (7 oder im Scheitel- 
punkte der Fläche (Fig. 73), d.h. die Ebene x = 0, schneidet näm- 
lich die Fläche in zwei geraden Linien, die zugleich in den Ebenen 
y' 4- z' tg a = resp. y — ziga ^ liegen, und es muß offenbar 
jede Ebene durch eine solche GeVade,' also z. B. die Ebene: 

(16) Ix +y' + /tgcc=^0 

die Fläche in einer zweiten Geraden schneiden, die zugleich in 
der Ebene: 

(17) y + y-z'tg« = o 

liegt; denn durch Elimination von l aus diesen beiden Gleichungen 
erhält man gerade Gleichung (VI). Giebt man also dem X alle Werte 
von — cx> bis + oo, so erhält man die eine Schar von Geraden unserer 
Fläche. Ebenso ergeben sich die Geraden der zweiten Schar als 
Schnittlinien der Ebenen: 

(16*) fjLx +1/' - z'tgcc = und: 

(17*) ?f +y + /tgc. = 0, 

wenn man dem fi alle Werte von — oo bis + oo giebt. Es ist 
nun leicht zu sehen, daß jede Gerade der ersten Schar von jeder 
Geraden der zweiten Schar getroflfen wird, oder daß die obigen 
vier Ebenen stets einen Punkt gemeinsam haben; denn multiplizieren 
wir beide Seiten ihrer vier Gleichungen der Reihe nach mit 
jM-, A, — A, — ju und addieren sie, so ergiebt sich beiderseits (vergl. 
10. Aufgabe in § 16 S. 132). Zwei Geraden derselben Schar können 
aber niemals in derselben Ebene liegen oder einen Punkt gemein 
haben; denn ein gemeinsamer Punkt. oder eine gemeinsame Richtung 
zweier Geraden derselben Schar würde das betreffende A oder fi 
vollkommen bestimmen. 

Durch die Gleichung (17) und (17") ist offenbar je eine Schar 
von parallelen Ebenen dargestellt, so daß die Geraden jeder Schar 
in parallelen Ebenen liegen. Gehen wir daher etwa von den beiden 
Geraden: 

(18) ar' +y + z'tga = 0, y - z'tgcc + 2j9 = und: 

(19) - ;r'+y + /tgof = 0, y-0'tga--2/> = O 

der ersten Schar aus, so können wir die Fläche konstruieren als 
Ort derjenigen Geraden, welche diese beiden Geraden treffen und 
in den parallelen Ebenen der Schar: 
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(20) y + 2:' tg Gf = konst. 

liegen. Offenbar kann man sich auch von dieser Fläche ein Kartonmodell 
durch zwei Eeihen paralleler Eartontrapeze, die durcheinander ge- 
steckt sind, anfertigen; auch dies Modell wird beweglich sein und 
stets eine Fläche derselben Art darstellen. Die Fläche wird von 
jeder Ebene x=:u in einer Hyperbel geschnitten, deren Asymptoten 
den beiden Scheitelgeraden parallel sind, aber die auf verschiedenen 
Seiten der Ebene O'Y'Z' gelegenen Hyperbeln liegen in Beziehung 
auf die beiden Ebenen : y ' + z' tg a = und y — z' tg a = in Neben- 
winkeln. Ebenso haben die beiden Parabeln, in welchen die Fläche 
von den Ebenen /= undy'= geschnitten wird, entgegengesetzte 
Richtung, so daß die Fläche eine sattelförmige Gestalt hat; sie heißt 
hyperbolisches Paraboloid. 

Den ersten Teil unserer Untersuchung der durch Gleichung (I) 
dargestellten Flächen können wir in den folgenden Satz zusammen- 
fassen: 

64. Wenn in Gleichung (I) die Koeffizienten Ä, B, C nicht samt" 
lieh von Null verschieden sind, so stellt diese Gleichung für J = eine 
Cylinderfiäche dar, deren ebene Schnitte Kegelschnitte derselben Art sind. 
Für J > stellt Gleichung (I) ein elliptisches und für J < 0. ein hyper- 
bolisches Paraboloid dar, dessen Gleichung auf die Form (VI) gebracht 
werden kann. Dies hyperbolische Paraboloid enthält zwei Scharen von 
Geraden in parallelen Ebenen und kann z, B, konstruiert werden als 
Ort derjenigen Geraden, welche die beiden Geraden (18) und (19) treffen 
und in den Ebenen der Schar (20) liegen. Jede Gerade der einen Schar 
schneidet jede Gerade der anderen Schar, während zwei Geraden der-- 
selben Schar niemals in einer Ebene liegen. 

Nehmen wir nun drittens an, daß die Koeffizienten A, £, C 
sämtlich von Null verschieden seien, so besitzt eine durch Gleichung (I) 
dargestellte Fläche die drei Symmetrieebenen: 

(21) Ax + J) = 0, By + E=:0, Cz + F=0, 

durch deren Schnittpunkt [— ^, — ^, """5")' ^^^ Mittelpunkt 

der Fläche, alle Durchmesserebenen hindurchgehen. Verlegen wir den 
Koordinatenanfangspunkt nach diesem Mittelpunkte, setzen also: 

(22) a: = ^-— ,y = y--gr, z = z -- -^ , 

so erhält Gleichung (I) die Form: 

(23) Ax'^+By'^+Cz^^-^, 
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Ist hier J = und sind zugleich^, £, C alle von demselben Zeichen, 
so kann die Gleichung nur durch das Wertsystem a:'s=y'=: /== 
erfüllt werden, es ist dann folglich durch Gleichung (1) keine Fläche 
dai^estellt. Sind aber A, B, C nicht alle von demselben Zeichen, so 
können wir eventuell nach Vertauschung der Vorzeichen aller Koeffi- 
cienten von Gleichung (I) die Bezeichnung so gewählt denken, daß 

1 ' 1 1 
man setzen kann: ^ = -^, 5= — ^, C = ^, und daß b <: c 

ist; dann stellt Gleichung (I) einen elliptischen Kegel dar und 
kann nach Vorschrift des Satzes 57 konstruiert werden. 

Ist ferner J > und sind zugleich Ä, £, C alle von demselben 
Zeichen, so kann man setzen: 

^^^ A^BG ' AB»G ' ÄBÖ^ 

und die Bezeichnung so gewählt denken, daß a > c > b, die durch 
Gleichung (I) dargestellte Fläche ist folglich ein Ellipsoid, das 
nach Vorschrift von Satz 60 konstruiert werden kann. Sind aber 
A, B, C nicht alle von demselben Vorzeichen, so können wir die 
Bezeichnung so gewählt denken, daß By C von demselben, aber 
anderen Vorzeichen sind wie A\ dann kann man setzen: 

^ ^ A^BG ' AB^G ' ABG^ 

und außerdem b <, c annehmen; die durch Gleichung (I) dargestellte 
Fläche ist folglich ein zweischaliges Hyperboloid, das naph Vor- 
schrift des Satzes 58 konstruiert werden kann. Die beiden letzten 
Flächen werden nach Satz 62 von jeder Tangentialebene in einem 
Punkte berührt und enthalten keine geraden Linien. 

Ist J < und sind A, B, C alle von demselben Vorzeichen, so 
wird man in den Formeln (24) a^, b^, c* durch — a^, — b^, — c^ zu 
ersetzen haben, es giebt folglich kein reelles Wertsystem von x, y, z, 
das der Gleichung (I) Genüge leistet. Sind hingegen A, B\ C nicht 
alle von demselben Zeichen, so können wir die Bezeichnung so ge- 
wählt denken, daß A und C von demselben, aber anderem Vorzeichen 
sind wie ^; dann kann man setzen: 

^^^' A^BG "~ ' AB^G "" ' ABG^ "" 

und außerdem c > a annehmen, die durch Gleichung (I) dargestellte 
Fläche ist folglich ein einschaliges Hyperboloid und kann nach 
Vorschrift des Satzes 59 konstruiert werden. Es ist nun wieder 
leicht, direkt die Geraden des einschaligen Hyperboloids darzustellen, 
die dasselbe nach Satz 62 enthalten muß. Die Tangentialebene im 
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y + z tga = konst. 
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Punkte (Oy Q, c) oder die Sbene z' = c schneidet nämlicb das Hjpeiv 
boloid in zwei Geraden, die zugleich in den Ebenen — + -^ = und 

4- "^ U^en. Jede Ebene durch eine solche Gerade, also %^ B. 

die Ebene: 

(27) | + i:+a(-*:-i) = o 

schneidet daher das Hyperboloid in einer zweiten Geraden, die zu- 
gleich in der Ebene: 

liegt, wie sich durch Elimination von A aus diesen beiden Gleichungen 
ergiebt Erteilt man dem A alle Werte von — oo bis + oo, so er- 
hält man die eine Schar von Geraden. Ebenso erhält man für alle 
n^öglichen Werte von /i die zweite Schar von Geraden als die 
jedesmaligen Schnittlinien der beiden Ebenen: 

und: 

(28-) T + -f-'-7(^ + l) = 0' 

Multipliziert man beide Seiten dieser vier Gleichungen der Beihe 
nach mit jw, A, — A, — ji* und addiert sie, so folgt ebenso wie auf 
S. 175, daß jede Gerade der einen Schar jede Gerade der anderen 
schneidet^ und es folgt ebenso wie dort, daß zwei Geraden derselben 
Schar niemals d^erselben Ebene angehören dürfen (Pig. 74). 

Wir können so für die Mittelpunktsflächen den folgenden Satz 
aussprechen : 

65. Sind die Koefficienten A, B, C in Gleichung (I) sämtlich twn 
Null verschieden, so besitzt eine durch Gleichung (I) dargestellte Fläche 

den Mittelpunkt ( — -j^ ~" p^ ~' r) ^^^ ^^^ ^^ Koordinatenebenen 

parallele Symmetrieebenen, Sind dann A, By C alle van demselben For^ 
zeichen, so stellt Gleichung (I) für A^O keine reelle Fläche dar, für 
^ > aber ein Fllipsoid, Sind hingegen A, B, C nicht sämtlich von 
demselben Vorzeichen, so ist die durch (I) dargestellte Fläche für ^ > 
ein zweischaliges Hyperboloid, für J = eine Kegelfläche und J < 
ein einschaliges Hyperboloid, Die letzte Fläche enthält zwei Scharen 
von Geraden von der Beschaffenheit, daß jede Gerade der eisten Schar 
jede Gerade der anderen Schar trifft, während zwei Geraden derselben 
Schar niemals derselben Ebene angehören. 
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Das einschalige Hyperboloid kann hiemach offenbar als der Ort 
derjenigen Geraden betrachtet werden, welche drei windschiefe Geraden 
gleichzeitig treffen. 

Unsere Diskussion der Gleichung (I) ergab also keine neuen 
Flächen mit einem Mittel|)unkte, während zu den im vorigen Para- 
graphen erzeugten Flächen mit unendlich vielen Mittelpunkten resp. 




Fig. 74. 

ohne Mittelpunkt der hyperbolische und parabolische Cylinder und 
das hyperbolische Paraboloid hinzutraten. Daß diese drei Flächen 
wirklich keine Ej-eise enthalten können, werden wir im nächsten 
Paragraphen systematisch erkennen. 



1. Aufgabe. Man bestimme die Art, den Mittelpunkt, die 
Symmetrieebenen und eventuell die Kreisschnitte und geraden Linien 
der durch die Gleichungen; 
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25x^ + 100y2 + 52;?2 + 10a: + 40y + 1042: - 43 = , 
20ar»- 5y2+ 4^2- 20ar -- lOy + 4r - 19 = 

dargestellten Flächen 2. Grades. 

2. Aufgabe. Auf einer Geraden sind^egeben drei feste Punkte; 
welchen Ort beschreibt irgend ein anderer fester Punkt derselben, 
wenn idie Gerade sich so bewegt, daß die drei festen Punkte sich in 
drei Kugelflächen bewegen, deren Mittelpunkte in einer Geraden liegen? 

Auch der vierte Punkt beschreibt eine Kugelfläche, deren Mittel- 
punkt mit den drei gegebenen in einer Geraden liegt (vergl. 5. Auf- 
gabe in § 20 auf S. 168). 

3. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Geraden, die 
auf einer gegebenen Geraden senkrecht stehen und eine andere zu 
ihr windschiefe Gerade schneiden (Normalenfläche eines einschaligen 
Rotationshyperboloids längs einer Geraden derselben). 

Man wähle die Ebene durch die erste Gerade und durch deren 
kürzesten Abstand von der zweiten zur Ebene OXT und zur Axe OX 
eine Halbierungslinie des Winkels des kürzesten Abstandes und der 
ersten Geraden. 

4. Aufgabe. Man suche den Ort der Durchschnittslinien der- 
jenigen zwei Ebenen, die sich um zwei feste Axen so bewegen, daß 
sie stets senkrecht aufeinander stehen (orthogonales Hyperboloid, 
besondere Lage der Kreisschnitte desselben gegen zwei Erzeugende). 

Man wähle das Koordinatensystem wie in der 3. Aufgabe des 
vorigen Paragraphen auf S. 168 und stelle die beiden Ebenenbüschel 
nach Formel (13) in § 16 auf S. 128 dar. 

5. Aufgabe. Man ordne jeder Ebene durch den Anfangspunkt 
das Lot durch irgend einen Punkt (a, b, c) auf derjenigen Ebene 
durch den Anfangspunkt zu, welche aus jener Ebene durch eine 
Botation von der Amplitude S um die Axe OZ entsteht, und be- 
stimme den Ort der Durchschnittspunkte dieser Ebenen mit den 
Loten auf die gedrehten Ebenen (Erzeugnis zweier reciproker gleich- 
winkeliger Strahlenbündel). 

Durch Bildung von J findet man, daß man, wenn S von bis 
180*^ läuft, der Reihe nach eine Kugelfläche, ein abgeplattetes 
Eotationsellipsoid, einen parabolischen Cylinder, ein einschaliges 
ßotationshyperboloid, und, falls a^+ b^^ c^ ist, auch einen Eotations- 
kegel resp. ein zweischaliges Rotationshyperboloid erhalten kann. 

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Punkte, für 
welche das Verhältnis der Entfernungen von einem festen Punkte 
und von einer festen Ebene konstant ist. 
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Man erhält das yerlängerte Botationsellipsoid, das elliptische 
Eotationsparaboloid und das zweischalige Botationshyperboloid. 

7. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, für welche 
da§ Verhältnis der Entfernimgen von einem festen Punkte zu denen 
von einer festen Geraden, die letztere gemessen parallel zu einer 
festen Ebene, konstant ist (vergl. 6. Aufgabe in § 20 auf S. 168). 

Man kann die feste Gerade zur Axe OZ machen, den festen 
Punkt in der Ebene OXY und die Gleichung der festen Ebene in 
der Form z=sxtga annehmen; dann ergiebt sich 

J = -^ |l — 6^— sin* Jsin^al — =— , 

wenn e das konstante Verhältnis, d der Radiusvektor und S die 
Amplitude des festen Punktes ist. Man zeige, wie man durch 
passende Annahme von 6, S, a und d alle möglichen Flächen 
2. Grades auf diesem Wege erhalten kann. Die Ebene z = ar tg ä 
ist stets den Kreisschnitten parallel, insofern diese in den Ausnahme- 
fällen in ebene Schnitte übergehen, die aus je einer Geraden be- 
stehen. 

8. Aufgabe. Nach Analogie der in § 9 angestellten Unter- 
suchung bestimme man diejenigen Flächen 2. Grades, für die der 
Pol eines Polarkoordinatensystems so gewählt werden kann, daß der 
Radiusvektor jedes Flächenpunktes eine rationale Funktion der 
Richtungskosinus desselben ist. 

Man findet die Rotationsflächen der Kegelschnitte um ihre 
Brennpunktsaxen und die Cylinderflächen. 

9. Aufgabe. Wenn man die Erzeugenden eines einschaligen 
Hyperboloids als starre Geraden betrachtet, die überall, wo sie sich 
treffen, fest verbunden sind, aber so, daß an jedem Schnittpunkte 
eine freie Bewegung der einen um die andere möglich bleibt, so ist 
das Hyperboloid nicht starr, sondern erlaubt noch eine Deformation 
in eine einfach unendliche Anzahl anderer Hyperboloide (HjafEici). 

ff!» 4tim ly^ 

Ist ^ + -Tg r = ^ ^^® Gleichung des gegebenen Hyper- 
boloids, so gehen die anderen Hyperboloide aus diesem hervor durch 
die affine Verwandtschaft: 

dann beweist man leicht, daß die Entfernung jedes Punktes des 
ersten Hyperboloids von einem Punkte einer Erzeugenden durch 
den Punkt gleich der Entfernung der entsprechenden Punkte eines 
anderen Hyperboloids ist (vergl. Satz 62). 
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§82. 
Die ebenen Schnitte der Fiäclien 2. Grades. 

Soll die Fläche 2. Grades, deren Gleichung: 

(I) Äx^+£y^+ Cz^ + 21)x + 2Ily + 2Fz + G=^0, 

mit der Ebene zum Durchschnitt gebracht werden, deren Gleichung 
in der HESSE'schen Normalform: 

(II) war + »y + tvz = d 

ist, wo cos a = tt, cos jff = v, cos y =^ w gesetzt wurde, so machen wir 
eine Koordinatentransformation, bei welcher ein Punkt D (/, m, n) 
der Ebene (11), also z. B. der Punkt {du, dv, dto) Anfangspunkt und 
zwei aufeinander senkrechte Halbstrahlen DX und O^ der Ebene (II) 
mit den Bichtungskosinus /^, ^j, A^ und f^, g^, h^ die neue Abscissen- 
und Ordinatenaxe werden. Setzen wir dann noch den Bezeichnungen 
des § 19 entsprechend f^^ ^3ff3 = ^i\^^9 so denken wir uns das 
neue System so gewählt, daß in den Formeln (IV) jenes Paragraphen 
das obere Vorzeichen gelte, daß also das System OXTZ in das 
System DX^3 durch Bewegung übergeführt werden könne. Dann 
erhalten wir offenbar die Gleichung der gesuchten Schnittlinie in 
Beziehung auf die Axen DX und D^, wenn wir setzen: 

Die Gleichung der Schnittlinie nimmt dann die Form an: 

(III) 9tj2^ S3^«+ 2e:y9 + 2S)f + 2®^ + g = 0, 
wo: 






I ® = {AI + D)f, + {Bm + E)g^ + {Cn + F)h^, 
^ ^ \ (& ^ {AI + I))f, + {£m + IS)g^ + {Cn+ F)h^, 

(4) % = AP+ Bm^ + Cn2 + 2 i?/ + 2Em + 2Fn+G. 

Diese Schnittlinie ist daher nach Satz 32 in § 10 auf S. 88, wofern 
sie überhaupt reell ist, ein Kegelschnitt 

Di^enigen Größen, aus denen die Memente des Eegelschnittes 
zu berechnen sind, drücken sich nach den Formeln (II) und (IV) in 
§ 19, S. 144 folgendermaßen durch Uj v^ u> und /, in, n aus: 
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(IV) { 



= ^(1 - tt*) + ^(1-ü«) + (7(1 -w«), 

I r = «53 - e« = jS(707, A3 - A,^,)» + CA {hj, - /i Ä,)» 
^ ^ I +AB{f,ff,^ffJ,)^^JiCu^+CAv^+ABw\ 

j = ?r@a+ »D«- 2®®® - gr 
= ^(/;®-/;®)a+ j?(^^(£-.^^®)2+ c(A,® - A,®)2-. Sr 

(VI) ] = ^ p^ + E)w - (Cn + F)v}^ 

+ B[{Cn + F)u- {AI + D)w]^ 

+ C [{AI + I))v^{Bm + E)u}^ - g/ . 

Wir fragen hier zuerst nach den parabolischen Schnitten 
und wei*den dabei dieselben drei Fälle unterscheiden wie im vorigen 
Paragraphen. Ist erstens von den drei Koefficienten A, B, C nur C 
von Null verschieden, so ist F stets = 0, der Schnitt also stets eine 
Parabel, die im besonderen fÜLr # = in ein Paar paralleler oder 
zusammenfallender Geraden oder auch in eine einfache Gerade (tr = 1) 
ausarten kann (vergl. Satz 34 auf S. 92). Da in unserem Falle 
d ^ C{Dv ^ Euf wird, so finden wir hier eine Bestätigung des 
früher erhaltenen Eesultates, daß durch Gleichung (I) ein para- 
bolischer Cylinder dargestellt ist, dessen Kanten die Bichtungskoäihus 

besitzen. 



Ist zweitens ^ = und sind B und C von Null verschieden, so 
wird /*= jBCm*, kann also nur verschwinden, wenn die schneidende 
Ebene zur Axe OX parallel ist. Ist dann gleichzeitig -D = 0, so 
wird auch ^ = 0, d. h. der elliptische und der hjrperbolische Cylinder 
kann nicht in eigentlichen Parabeln geschnitten werden, diese sind 
vielmehr Paare zusammenfallender oder paralleler Geraden, von 
denen beim hyperbolischen Cyünder je eine ins UnendHche rücken 
kann, wenn die Ebene dessen Asymptotenebenen parallel oder 
Bw^ + Cr« = ist Weil m = ist, so wird nämlich Bw^ + Ct?» 
= -B(l — »*) + C(l — tt?2) -: gi + 33^ es verschwinden folglich wegen 

r ^0 auch 91, SB und @i, so daß der Schnitt eine einfache Gerade 
wird. Ist B von Null verschieden, haben wir es also mit einem 
der beiden Paraboloide zu thun, so ist 5 = jD* (jBtD* + Cv^. Das 
elliptische Paraboloid wird folglich von jeder seiner Axe parallelen 
Ebene in einer eigentlichen Parabel geschnitten. Handelt es sich 
aber um ein hyperbolisches Paraboloid, so verschwindet d mit 
Bw^+ Cv\ Da dann auch 81, 85 und (J verschwinden, so ist der 
ebene Schnitt eine einfache Gerade; in der That wird nun 
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«?2:t;* = -- C:.£ =z tg^Ä, so daß Gleichung (II) eine der Formen: 
y cos a ± z sin a =: ± d haben muß, die wir im vorigen Paragraphen 
schon in den Gleichungen (17) und (17*) kennen gelernt haben. 

Sind endlich A, B, V sämtlich von Null verschieden, so kann F 
natürlich nur dann verschwinden, wenn J, JB, C nicht alle des- 
selben Vorzeichens sind, die Fläche also ein Kegel oder eins der 
Hyperboloide ist. Eine solche Fläche wird also von der Ebene (11) 
in einer Parabel geschnitten, wenn: 

(5) £Cu^+Cäv^+äSw^=:0 

und nicht gleichzeitig ^ = ist. Auf Grund von Gleichung (5) 
nimmt aber S die Form an: 

(6) 5 = - j^{£C{Äl + J))u + CA {Bm + II)v + AB{Cn + F) vf, 
so daß ^ nur verschwinden kann^ wenn: 

(7) ^l + R'ju+ im+^v+[n+^w^O, 

wenn also die schneidende Ebene durch den Mittelpunkt der 
Fläche geht. 

Dann können wir den Punkt (Z, m, n) in den Mittelpunkt ver- 
legen, so daß die Gleichung (III) des Schnittes die Form (vgl. 
Formel (23), S. 176): 

(8) (2iy + S:5)»=^J 

annimmt. Denn /"j, yj, h^ können immer so gewählt werden, daß 
ä von Null, verschieden ist; sind etwa B und C von demselben 
Vorzeichen, so ist 91 z. B. sicher dann von Null verschieden, wenn 

man ^ = 0. annimmt Da dann zugleich 7^7, negativ ist, so ist die 

Schnittlinie imaginär für J > 0, ein Paar zusammenfallender Geraden 
für J = und ein Paar paralleler Geraden für J < 0. In den 
beiden letzten Fällen sind die Eichtungskosinus: 

(9) /■=T(/iX+/;9), i^ = |(S'ir+i7j9), A = |(ÄiX + A,t)) 

der Geraden bestimiut durch die beiden Gleichungen: 

(10) = 'H:c + ^t) = v{Aff^+Bffff^ + Chh,), 

(11) = ®5 + S89 = r(^/jr, + %y, + CÄÄ,); 

> 

denn falls 95 = 0, so ist auch Qf == 0, so daß Gleichung (11) a fortiori 
richtig ist. Es ist folglich: 

(12) Af^uN,Bg^vN,Ch^wN, 
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wo: 

Die Geraden dieser Richtung durch den Mittelpunkt besitzen folg- 
lich Gleichungen der Form: 

(14) Ax + D = QU, By + E=^ qv, Cz + F= qw, 

wo Q alle Werte von — oo bis + oo annehmen kann. Diese Ge- 
raden erfüllen demnach einen Kegel, dessen Gleichung: 

(15) = ()^r= £C(Ax + JOy + CA{By + E)^ + AB (Cz + F)^ 

Für J = bilden also jene Geraden, wie auch ohne die Rech- 
nung klar ist, den durch Gleichung (I) dargestellten Kegel, dessen 
Tangentialebenen die Ebenen (11) sind. Für ein von Null verschiedenes 
A ist dieser Kegel der sogenannte Asymptotenkegel, weil seine 
Kanten mit dem durch Gleichung (I) dargestellten Hyperboloide 
nur zwei zusammenfallende unendlich ferne Punkte gemein haben; 
in der That verschwindet, wenn (/, in, n) der Mittelpunkt ist, und 
008« = /*, cos/? = y, cos/ = A gesetzt wird, in Gleichung (II) des 
vorigen Paragraphen auf S. 169 der Koefficient von 2 m und wegen 
/"^ auch der von m*. Auch dieser Asymptotenkegel wird von den 
Ebenen (H) berührt, da in den Gleichungen (5) und (7) das constante 
Glied, durch das allein die durch ABC dividierte Gleichung (15) 
sich von (I) unterscheidet, nicht vorkommt. 

Wir können hiemach unsere Untersuchungen über die para- 
bolischen Schnitte in den folgenden Satz zusammenfassen: 

66. Ein parabolischer Cy linder wird von jeder Ebene, die seinen 
Kanten nicht paraUel ist, in einer Parabel geschnitten, ebenso ein Para^ 
boloid von jeder seiner Haupta^e parallelen Ebene; ist das Paraboloid 
ein hyperbolisches, so geht diese Parabel in eine einfache Gerade über, 
wenn die Ebene auch einer der Geraden des Paraboloids durch den 
Scheitelpunkt parallel ist. Jeder Kegel resp, jedes Hyperboloid wird 
in einer Parabel von jeder Ebene geschnitten, die einer Tangentialebene 
des Kegels resp. des Asymptotenkegels des Hyperboloids parallel ist\ 
die Tangentialebenen des Asymptotenkegels treffen das zweischalige 
Hyperboloid gar nicht, das einschalige hingegen in je zwei parallelen 
Geraden. 

Fragen wir jetzt nach denjenigen ebenen Schnitten, welche einen 
und nur einen Mittelpunkt besitzen, so können wir von dem 
parabolischen Cylinder absehen und den Punkt (l,m:,n) in diesen 
Mittelpunkt verlegen. Dann müssen ofifenbar die Größen ® und @ 
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yerschwinden, so daß wir zur Bestimmung Yon /,97i, n die folgenden 
Gleichungen erhalten: 

(16) Al + D^uM, £m + I!=vM, Cn + P=zwM, 
wo: 

(17) Mr=A£Cd + BCDu + CAEv + ABPw. 

Verschieben wir also die Ebene (11) parallel mit ihr selbst^ so be- 
schreibt der Mittelpunkt ihres Schnittes mit der Fläche (I) eine 
Gerade, die ftlr die beiden Cylinder mit deren Axe zusammenfällt, 
fiir die Paraboloide der Hauptaxe parallel ist und f&r die Mittel- 
punktsflächen den Mittelpunkt enthält und die ßichtungskosinus 

~7~> ~W9 "n besitzt; der Ort der Mittelpunkte der in der Richtung 

dieses Durchmessers gezogenen Sehnen einer Mittelpunktsfläche hat 
daher nach Formel (V), 8. 171 des vorigen Paragraphen die Gleichung: 

(18) {Ax + i))^ + (i?y + ^1 + {Cz + ^5 = 0, 

ist also die der Ebene (II) parallele Durchmesserebene. Der Durch- 
messer (16) und die Durchmesserebene (18) sind also in analogem 
Sinne konjugiert wie zwei konjugierte Durchmesser eines Kegelschnittes 
(vergl. § 11). 

Die Formeln (16) und (17) ergeben leicht eine bemerkenswerte 
Form von 8 für den Fall, daß A, JB, C von Null verschieden sind. 
Dann folgt nämlich (vergl. Gl. (15)): 

(19) JiPr=^ABC^ + A, 
folgHch nach (VI) und (17): 

(20) AB CS = jr - (ABCd + BCDu + CAUv + ABFw)K 

Für J = beschränken wir uns zur Vermeidung einer längeren 
Rechnung ^ auf den Fall, daß E ^ F^O sei. Dann wird : 

^ ' uB^ uB^ u ur \B C' 

also: 

I * = - BCu^(Bm^ + (7«2 + 2 Dl + G) 

^ ^ \ ^D^[Cv^ + Bw^--2BCDdu'-'BCGu\ 

Fragen wir nunmehr nach den hyperbolischen Schnitten 
einer Fläche (I), so kommen för -4 = 0, weil dann 7^= BCu^ ist, 



^ Eine Aasrecbnung von Fonnel (VI) ergiebt den in jedem Falle gältigen 
Ansdrack: 

d^ A {Ew - Fvf + BiFu" Dir)« + GiDv - Eu)* - Gl 

- 2d(B0DU'^ CAMf} + ABFw) - ABCd*. 
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nur der hyperbolische Cylinder und das hyperbolische Paraboloid in 
Betracht Da für den hyperbolischen Cylinder unserer Annahme 
gemäß 5 = — BCGu^ ist, so wird derselbe von jeder Ebene, die 
seiner Axe nicht parallel ist^ in einer Hyperbel geschnitten, bei dem 
hyperbolischen Paraboloid giebt es hingegen in jeder der Hanptaxe 
nicht parallelen Ebenenrichtung eine Ebene, für die die Hyperbel in 
ein Paar sich schneidender Geraden übergeht. Von den Mittel- 
punktsfiächen scheidet natürlich das Ellipsoid aus. Was dann weiter 
die Kegelfläche betrifft, so wird dieselbe nach Formel (20) für ein 
negatives F stets in einer Hyperbel geschnitten, falls die schneidende 
Ebene nicht zugleich durch die Spitze des Kegels geht; dann geht 
die Hyperbel in zwei Kanten des Kegels über. Hieraus geht hervor, 
daß die der Ebene (11) parallele Ebene durch den Mittelpunkt eines 
durch Gleichung (I) dargestellten Hyperboloids dessen Asymptoten- 
kegel durchschneiden wird, wenn F negativ ist. Ist dann die Fläche ein 
zweischaliges Hyperboloid, A also positiv, so ist die Schnittkurve 
nach Formel (20) stets eine eigentliche Hyperbel, da 8 dann für 
keinen Wert von d verschwinden kann. Handelt es sich aber um 
ein einschaliges Hyperboloid, so giebt es zu jeder den Asymptoten- 
kegel schneidenden Ebene durch den Mittelpunkt zwei dieser par- 
allele, die das Hyperboloid in zwei sich schneidenden Geraden treffen. 
Wir erhalten so den Satz: 

67. Ein hyperbolischer Cylinder und ein hyperbolisches Paraboloid 

wird von jeder der Äxe nicht parallelen Ebene y die keine Gerade der 

Flache enthält^ in einer Hyperbel geschnitten , ebenso eine Kegelfläche 

vnd ein Hyperboloid, wenn die der schneidenden parallele Ebene durch 

den Mittelpunkt den Kegel resp. den Asymptotenkegel durchschneidet 

Handelt es sich schließlich um elliptische Schnitte, soll 
also F positiv sein, so kommen für ^ =s nur der elliptische Cylinder 
und das elliptische Paraboloid in Betracht Da dann S( und fö von 
demselben Vorzeichen wie JB und C sind, so ist für den Cylinder 
5= -^JBCGu^ von demselben Vorzeichen wie —G, also auch wie 
Sl und 99, der elliptische Cylinder wird folglich von jeder seiner Axe 
nicht parallelen Ebene in einer Ellipse geschnitten. Denken wir 
uns die Gleichung des elliptiscben Paraboloids in ihrer Normalform: 



X* 



(23) ^ +^=.2x 
gegeben, wo p und q positive Strecken bedeuten, so wird: 

(24) d = ~ -\ = ^ ^— , 

N ^ q p pq pq ' , 
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wenn: 
(25) 



.2. 



^= -^A^P + '^ 9) 



2u 




ß 3^ 



der in der Bichtong {u, v, w) gemessene Abstand des Scheitelpunktes 
des Paraboloids von der zur Ebene (11) parallelen Tangentialebene ist. 
Hier ist für ein positives u die Größe S stets positiv, für ein negatives u 
hingegen nur dann, wenn d kleiner als das dann positive e ist Ein 
elliptisches Paraboloid wird demnach von jeder seiner Axe nicht 

parallelen Ebene in eizid^i Ellipse 
geschnitten, wenn dij irf der- 
selben Seite der ihr ß>\ 
gentialebene liegt, wie c 
punkt (vgl. Fig. 75, Eben 
und d); jede andere der 
parallele Ebene trifft das I^<\^j^loid 
gar nicht (vgl. Satz 32,- fe ^ 

Handelt es sich um Mitte. j:#ikts- 
flächen, so bemerken wir 'lerst, 
daß für die Kegelfläche ^d die 
Hyperboloide 31 und fßj *.n ent- 
gegengesetztem VorzeidC» oind wie 
AB.C. Denn sind z^B und C 
von einerlei Vorzeip^ii, so ist un- 
sere Behauptung* *r 31 evident, 
wenn wir /i = annehmen; weil F positiv sein ^Uj ist aber 95 von 
demselben Vorzeichen wie 81, und die Drehung de^^stemsDX?) inner- 
halb der Ebene (11) kann das Vorzeichen von 81 nu^i nicht ändern (vergl. 
Formel (9) in § 10, S. 88). Formel (20) zeigt ^ jr, daß die Ebene (II) 
für ein positives F das einschalige Hyperbj^iiid stets in einer Ellipse 
schneidet, ebenso aber auch die KegelflaJib, falls die Ebene nicht 
durch die Spitze des Kegels geht, in weichem Falle sie ihn außer- 
dem überhaupt nicht trifft. Für ein positives F wird also jedenfalls 
die Parallelebene zur Ebene (II) durch den Mittelpunkt die Kegel- 
fläche resp. den Asjmptotenkegel eines Hyperboloids nicht treffen. 
Ist dann das Hyperboloid ein zweischaliges, so giebt es zwei der 
Ebene (II) parallele Tangentialebenen der Fläche. Ist e deren Ab- 
stand vom Mittelpunkte und verlegen wir den Anfangspunkt in diesen, 
so wird: 
(26) 8^ÄBC(e^-^d^. 

Die Ebene (II) schneidet folglich für ein positives F das zwei- 
schalige Hyperboloid dann und nur dann in einer Ellipse, wenn 



Fig. 75. 



Elliptische Schnitte, 189 



d > ß, wenn also die Ebene vom Mittelpunkt weiter absteht, als die 
ihr parallelen Tangentialebenen, sonst gar nicht. 

So bleibt schließlich nur noch das Ellipsoid übrig, für das 
r stets positiv ist, das also nur in Ellipsen geschnitten werden kann. 
Da hier 91 und S5 stets von demselben Zeichen sind wie A.B.C und 
Formel (26) unter denselben Annahmen gilt wie oben, so schneidet 
jede Ebene das EUipaoid dann in eine Ellipse, wenn sie dem Mittel- 
punkte näher liegt als die ihr parallelen Tangentialebenen, sonst 
gar "^icht Daß die letzteren stets reeU sind, lehrt ja Formel (20), 
w , .an ^ = setzt; denn A und F sind hier beide positiv. 

^' nit erhalten wir den dritten Satz: 

. Mn elliptischer Cy linder wird von jeder der Axe nicht "parallelen 
Übt in einer Ellipse ffeschnitten, ebenso ein elliptisches Faraboloid, 
wen. lie Ebene auf derselben Seite der ihr parallelen Tangentialebene 
des - iraboloids liegt wie der Scheitelpunkt, sonst nicht Eine KegeU 
fläc ' oder ein einschaliges Hyperboloid wird von jeder Ebene in einer 
Ellipse geschnitten, deren Parallelebene durch den Mittelpunkt den Kegel 
resp. den Äsymptotenkegel des EyperSoloids nicht trifft; für das zwei' 
schalige Hyperboloid muß die Ebene vom Mittelpunkte zugleich weiter 
abstel 'Is die ihr parallele Tangentialebene, sonst trifft die Ebene das 
Hyperboifnd gar nicht. Ein Ellipsoid endlich wird von jeder Ebene in 
einer Ellipi geschnitten ^ die dem Mittelpunkte näher liegt als die ihr 
parallelen 2'^' entialebenen, sonst gar nicht. 

Wir habv bisher nur die Arten der ebenen Schnitte einer 
Fläche 2. Grade untersucht, wir können aber mit Hilfe der For- 
meln (III) bis (Vi) auch die Aufgabe in Angriff nehmen, die Fläche 
(I) durch die Ebei*, H) in einem der Gestalt und Große nach ge- 
gebenen Kegelschnitte > schnöden. Wir können uns hierbei in Be- 
ziehung auf die parabolischen Schnitte kurz fassen, da die Richtung 
solcher Ebenen durch Satz 66 bekannt ist. Sind u, v, w dement- 
sprechend gewählt, so kann d leicht so bestimmt werden, daß der 
Parameter der Parabel eine gegebene Größe habe, da mit u, v, w 
auch die Richtung der Hauptaxe der Parabel unmittelbar gegeben 
ist {OX resp. f, g, h). Im Falle des parabolischen Cylinders muß 
u, V, w einer leicht anzugebenden Bedingung genügen, damit der 
Parameter des Schnittes eine gegebene Größe habe. Wir können 
die Ausführung dieses Teiles der Aufgabe dem Leser überlassen, da 
sie gar keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet. 

Soll aber der ebene Schnitt eine Ellipse von gegebenem Ver- 



hältnisse der Axen — sein, so gehen wir von der Formel: 
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aus (yergl. die Gleichungen (23) und (24) in § 10 auf S. 90). 
Da hiemach: 

(28) 1=1^- f^^^' f = y^ + y^— n 

80 ist fj irgend eine positiye Größe^ die mindestens den Wert 1 hat^ 
nämlich für den Ereis. Es ergiebt sich daher fbr u, v, w die 
folgende Bedingung: 

(29) (A(l''U^-\'B{l-^v^+C{l^w^y==4rj{£Cu^+CÄv^+ÄBw^ 
Diese Bedingung wird erfiillt sein^ wenn wir setzen: 

(30) Au^ + Bv^ + Cw^ =- A + £ + C - 21 
und: 

(31) JBCu^ + CAv^ + A Bw^ = -, 

WO X eine beliebige Größe ist^ und es müssen offenbar umgekehrt 
für jedes Wertsystem u, v, «?, das die Bedingung (29) erfüllt, zwei 
solche Gleichungen bestehen. Fügen wir ihnen noch die Identität: 

(32) u^ + v^ + w^=l 

hinzu und multiplizieren wir beide Seiten dieser drei Gleichungen 
der Reihe nach mit: A, 1 und — A{B + C) und addieren sie^ so folgt: 

(33) u^{A^ + BC^ A{B + C)) = (^ - Xy - T (l - -). 

Setzen wir daher Yoraus, daß die A, JB, C von einander ver- 
schieden seien, daß wir es also mit keinem paraboUschen Cylinder 
und keiner Rotationsfläche zu thun haben, so ist unsere Auf- 
gabe gelöst, sobald: 



(34) 



{A 



-'^-'i'-'i) 3 iB-xy-x^[i-^) 



W* = T-, ■ ^^r^ , ü2 = - 



{A-B)(A-G) ' (B'-C)iB-A) 



w^ = 



iC'-A){G-B) ' 

wo l irgend eine Größe ist, für welche die Ausdrücke der rechten 
Seiten nicht negativ werden. Die Bestimmung der betreffenden 
Werte von X ist sehr leicht, sobald es sich um die Ereisschnitte 
handelit^ r] also ^ 1 ist. Dann folgt nämlich aus: 

ZORN 2 2 2 (A-xyiB- xy (G - xy 
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daß M*, V*, w^ nur dann nicht negativ sein können, wenn A = ^, 
B oder C ist. Wendet man dies auf die in § 20 gegebenen Normal- 
formen (!•), (L% (1% (P), (P) und (ü) der Gleichungen der dort kon- 
stFulerten Flächen 2. Grades an^ so erhält man immer in Berück- 
sichtigung des Umstandes, daß «*, v% w^ nicht negativ sein dürfen, 
genau die dort ausgesprochenen Resultate {X ^ C). Wir überlassen 
die Ausfährung dem Leser; denn nachdem erkannt ist, daß die 
Kreise der Flächen 2. Grades in Scharen paralleler Ebenen liegen 
müssen, die auf einer der Symmetrieebenen senkrecht stehen, ent- 
halten auch die Entwickehingen in § 20 schon den vollständigen 
Beweis unserer Behauptung. Daß die dort nicht aufgezählten Flächen 
2. Grades keine Kreise enthalten, folgt zwar eben daraus, kann aber 
am schnellsten dadurch erkannt werden, daß für diese Flächen 

r^o ist. 

Auqh für i; > 1 wird die Untersuchung ausgehen müssen von 
denjenigen Werten von A, für welche u^, v^ oder w^ verschwindet. 

Diese Werte sind J/iy JSji, CfjLj wo ft=^yi? (y^ ± ^ tj — 1) 
= i /"l + (1)A oder |ll + (M , woraus z. B. für Ä = ^jw folgt: 

(36) ^2 ^ 0, r^ = ^ ""/-""c ^'' ^ ^' = "" V-Ti'"'' ' 

Sind diese Größen nicht negativ, so ist Afi eine der Grenzen, 
zwischen denen l enthalten sein muß, damit die Formeln (84) eine 
reelle Lösung unserer Aufgabe liefern. Die Ausführung, die von 
bestimmten Annahmen über die Größenverhältnisse der A, J3, C und 

— ausgehen muß und sich deshalb nicht in Kürze darstellen läßt, 

überlassen wir dem Leser. 

Alle diese Formeln und Betrachtungen ändern sich kaum, wenn 
der Schnitt eine Hyperbel von gegebenem Asymptotenwinkel 2 9) 
sein soll. Nur ist dann rj = — cot^2qp eine Größe, die alle negativen. 
Werte von bis — 00 annehmen kann und fx ist demgemäß durch 

y— f] (y — iy ± y 1 — ^) zu ersetzen. Für die gleichseitige Hyperbel, 
also für fj = gelten allerdings die Formeln (84) ni<5ht, dann haben 
aber nach Gleichung (29) die w, v, w nur der Gleichung: 

(87) {JB + (7)^2 +(C+ A)v^ +{Ä + B)w^ = 

zu genügen, brauchen also nur den Tangentialebenen des Kegels: 

(38) [Ä + B){C+ A)jc^+{B + C){A + B)y^+(C+A)[B + C)z^^ 

paraUel zu sein. 
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Ist nun eine Ebenenrichtung {u, v, w) so gefunden, daß ± —^ 

einen gegebenen Wert, die Ellipse oder Hyperbel also eine gegebene 
Gestalt hat, so kann man aus den Formeln (23) oder (24) des § IQ und 
mit Hilfe der in den Gleichungen (20) und (22) dieses Paragraphen 
gegebenen Darstellungen von S leicht d so bestimmen, daß der Kegel- 
schnitt auch eine gegebene Größe habe. Ist dann die Fläche ein 
Ellipsoid oder ein Hyperboloid, so muß die Untersuchung der 
Realität von d wieder von bestimmten Annahmen ausgehen. 

Was nun die von uns ausgeschlossenen Rotationsflächen 
betrifft, so gestattet Gleichung (29), wenn wir etwa jB = C setzen, 
leicht u^ direkt zu berechnen, nämlich: 

(39) {A - :B)(i - u^) = 25/i^::T(y7^=T ± y^) , 

während v und w dann nur noch die Identität (32) zu beMedigen 
haben. Eine solche Fläche kann also nur von den zur Rotations- 
axe senkrechten Ebenen in Kreisen geschnitten werden. 

Obwohl hiermit unsere Aufgabe " auch für diese Flächen gelöst 
ist, wollen wir sie doch für den besonderen Fall des Rotations- 
kegels: 

(40) y^+z^=x^ tg2 19- 

vollständig durchfuhren, weil die Aufgabe, einen geraden Kegel 
in einem gegebenen Kegelschnitte zu schneiden, ein histo- 
risches Interesse hat. Verlagen wir D in den Fußpunkt des Lotes 
von auf die schneidende Ebene, setzen also: l = ud, m = vd, 
n = wd, und nehmen als DX die orthogonale Projektion der Axe OX 
auf die Ebene, setzen also: 

^ f^=^ + sin cc, g^z=z — V ctg a, Aj = — %' ctg a. 



(41) 






sin a ' " sin a ' 



WO ja w = cos u ist, so nimmt Gleichung (III) des Kegelschnittes 
die Form: 

(42) j»(co8»«-8m««tg»*) + ^»-2rfj^^^ +rf«(l - ^) = 

an; für den hier auszuschließenden Fall a = oder x ^d ergeben 
sich unmittelbar die Kreisschnitte. 

Der Kegelschnitt (42) ist eine Parabel für a = 90® — i>; die- 
selbe besitzt den Halbparameter p — dtg&, so daß d = pctg& ist. 
Soll der Kegelschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen a > 6 sein, 
so folgt: 
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(43) -51 = -|- = cos«a - sin«« tg» ,9-, 
also: 

(44) cos^a = 1 — B^GO&^&, 



wo € = J— die numerische Excentrizität der Ellipse, so daß cc 

stets reell ist. Da nach Formel (20) S=:^iPtg^& wird, so folgt aus 
Gleichung (23) in § 10 auf S. 90: 

(45) a^+ b«» 3^^ = d^ tg*^ ^^0% 
folglich: 

(46) rf = — coti9'=/?coti9', 

wo p der Halbparameter der Ellipse. Die Formeln (44) und (46) 
ändern sich oflFenbar nicht, wenn der Kegelschnitt eine Hyperbel 

sein soll; nur ist jetzt 6 = ^- zu setzen, und a wird nur dann 

reell sein, wenn 6 ^ ^, oder wenn die Asymptoten der Hyperbel 

mit der schneidenden Axe einen Winkel bilden, der höchstens gleich 
demjenigen der Kegelkante mit der Eotationsaxe ist. Wir erhalten 
so den Satz: 

69. Soll ein Kegelschnitt, für den p der Halbparameter und b das 
Verhältnis der Entfernungen der Punkte vom Brennpunkte und von 
der Direktrix ist, auf dem geraden Kegel y« + z^= x^ tg« & liegen, so 
hat seine Ebene die Gleichung ux + vg + wz ^ d, wo u =^ ]/l — a^ cos* & 
und d = p cot i9*, und die Brennpunktsaxe ist die orthogonale Projektion 
der Kegelaxe auf die Ebene des Kegelschnittes, 

Wir schließen diesen Paragraphen mit einer Klassifikation 
der Flächen 2. Grades nach vier Einteilungsgründen: 
I. a) Flächen ohne Mittelpunkt: 
Der parabolische Cylinder und die beiden Paraboloide. 

b) Flächen mit einem Mittelpunkt: 

Das EUipsoid, die beiden Hyperboloide und der Kegel. 

c) Flächen mit unendlich vielen Mittelpunkten: 
Der elliptische und der hyperbolische Cylinder. 

n. a) Flächen ohne Kreise: 

Der parabolische und hyperbolische Cylinder und das hyper- 
bolische Paraboloid. 

b) Flächen mit Kreisen: 
Der elliptische Cylinder, das elliptische Paraboloid, der Kegel, 
die beiden Hyperboloide und das EUipsoid. 

Schub, Analytische Geometrie. 13 
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IIL a) Flächen ohne gerade Linien: 

Das elliptische Paraboloid, das zweischalige Hyperboloid und 
das Ellipsoid. 

b) Flächen mit geraden Linien: 
Die Cylinderflächen, der Kegel, das hyperbolische Paraboloid 
und das einschalige Hyperboloid. 

IV. Flächen, welche von der Tangentialebene: 

a) in einem Punkte berührt werden: 

Das elliptische Paraboloid, das zweischalige Hyperboloid und das 
Ellipsoid; 

b) längs einer Geraden berührt werden: 
Die Cylinder und der Kegel; 

c) in zwei Geraden geschnitten werden: 

Das hyperbolische Paraboloid und das einschalige Hyperboloid. 



1. Aufgabe. Zu entscheiden, in welchem Kegelschnitte sich 
die beiden Flächen: 

36ar2 ^ 9y2 ^ 4^2 ^ i2x + 36y + 24z + 72 = 
und : 

\2x + 3y + 42r+ 10 = 

schneiden, und dessen Elemente zu berechnen. 

2. Aufgabe. Einen parabolischen Cylinder in einer Parabel 
von gegebenem Parameter zu schneiden. 

3. Aufgabe. Das Ellipsoid mit den Halbaxen a > c > ä durch 
eine Durchmesserebene in einer Ellipse von dem Axenverhältnisse 

— > — > — zu schneiden. 
a a a 

4. Aufgabe. Kann ein beliebiger Punkt (/, m, n) Mittelpunkt 
eines auf einer gegebenen Fläche 2. Grades gelegenen Kegel- 
schnittes sein? 

5. Aufgabe. Jede Gerade {x =.1 + r/i, y = m + xg^, z = n 
+ rÄj) ist Durchmesser eines Kegelschnittes einer gegebenen Fläche 
2. Grades. 

6. Aufgabe. Man beweise, dass die Tangentialebene der Kugel 
auf dem Halbmesser des Berührungspunktes senkrecht steht 
^8 = e^ — [d — au — bv -- civf, wenn (a, b, c) der Mittelpunkt und e 
der Badius der Kugel). 

7. Aufgabe. Die Brennpunkte jedes ebenen Schnittes eines 
geraden Kegels sind die Berührungspunkte der Schnittebene mit 
den Kugeln, welche zugleich den Kegel längs eines Kreises berühren. 
(Satz von Dandelin.) 
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Die Mittelpunkte der Kugeln liegen offenbar auf der Eegelaxe OX 
und haben die Abscissen a = ^— - = ; — ^-r- , die Berührungs- 

punkte derselben also die Koordinaten r = t— z- , ü = (vergl. 

^ ^ cosa ± sm& ' ^ \ D 

die Bezeichnungen im Text). Für den Beweis des Satzes kann man 
dann Formel (7) in § 9 auf S. 76 benutzen. 

8. Aufgabe. Der Krümmungsradius (> im Punkte (/, wi, n) des- 
jenigen Kegelschnittes der Fläche (I), dessen Ebene die Tangential- 
ebene im Punkte (/, m, n) unter dem Winkel & und in einer Tan- 
gente mit den Bichtungskosinus f, (/, h schneidet, ist: 



^~ Ap+Bg^-\- Gh* 

(Satz von Meusnier.) 

Man benutze Satz 37 in § 12 auf S. 105 und die Form (VI) 
von ^ für g = 0. 

9. Aufgabe. Da nach der letzten Aufgabe die Krümmung — 

im Punkte D derjenigen Schnitte der Fläche, welche die Normale 
von D enthalten, in der Form: 

1 % co8*<jp + 33 sin'cp + 2© coag) sin^) 

7 M 

darstellbar sind, wo M^ ={Al+ Bf + {Bm + Ef + {Gn + Ff\ /;, g^, 
Aj und /'g, ^g, ^2 die Bichtungskosinus zweier aufeinander senk- 
rechten Tangenten D3£ und D^ der Fläche und q) die Amplitude 
der Tangente des Schnittes ist, so kann man nach § 10 die Axen D3£ 

und OS so wählen, daß (E verschwindet: sind dann — und — 

?i ^. 

die Krümmungen der zugehörigen Schnitte, so ist: = -^^ 

(Krümmungsmaß). 



§33. 
Das Hauptaxenproblem der Flächen zweiten Grades. 

Die Koordinatentransformation, die wir am Anfange des vorigen 
Paragraphen vorgenommen haben, führt die Gleichung der Fläche 
2. Grades offenbar in eine solche über, welche nicht nur die Quadrate, 
sondern auch die Produkte der drei Koordinaten enthält. Auch 
andere einfache Fragestellungen führen auf eine solche Gleichungs- 
form. Fragen wir z. B. nach dem Orte derjenigen Tangenten einer 

13* 
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Flache 2. Grades , welche durch einen gegebenen Punkt (/, nt, n) 
laufen oder eine gegebene Richtung {a, ßj y) besitzen, so erhalten 
wir hierför nach den Formeln (1) und (IE) in § 21 auf S. 169 die 
beiden Gleichungen: 

(a) I X{^P + Bm^ 4- Cn^ 4- 21)1 + 2Em + 2Fn + G) 

und: 

X (Äz^ 4- By^ + Cz^ + 2Bx + 2Ey + 2Fz + C) 

- {[Ax + i?)cosa + {By + ^co8/9 + (Cz + i'^os^')* = 0, 

die beide die beschriebene Form haben, ohne daß wir wissen, ob 
sie überhaupt durch Drehung des Koordinatensystems in die bisher 
zu Grunde gelegte Gleichungsform der Flächen 2. Grades übergeführt 
werden können, ob diese Gleichungen also einen Kegel oder einen 
Cylinder der bisher beobachteten Arten darstellen. Wir werden uns 
daher die Frage vorlegen müssen, ob die Gleichung: 

Ax'^ '\'By'^ ^Cz^'\-2A^yZ'\'2B^zx'\'2C^xy 

+ 2Bx + 2Fy + 2Fz + (? = 

durch die Eoordinatendrehang (vergL die Formeln (I) in § 19 auf 
S. 144): 

(n) • y = g-^ x' +ffty' + g^ z', 

z = k^x' + h^y' + hg/ 

auf eine Form gebracht werden kann, in der die Produkte der Ko- 
ordinaten fehlen. G-eht durch diese Transformation die Gleichung (I) 
über in: 

A'z'* + Fl/* + C'z'* + 2A^'y'z' + 2B^'z'x' + 2C^'xy' 

+ 2D'x' + 2Ey' + 2F/ + ö = 0, 



(I) 



(1) 
SO ist: 



(2) 



(3) 



(4) 



^' = h Wx + c^g, + A^i) + gi (oji + %i + Ml) 

+ *i (A/i + ^i^'j + Ch^),n.a.w., 
{C^ = fMfi + ^1^1+ S,h,) + g,{C,f, + Bg, +Ä,h,) 

+ h,{BJ, + A,g^ + Ch,) 

= fi (^/i + (^iff» + ^xK) + gx (^i/i + ^9i + ^1*,) 

+ \ (Äj/; + A^g^ + CA,), u. B.w., 

ly = Bf^ + Eg^ + F\, u. 8. w. 
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(5) 



Sollen also JB^' und (7^' Terschwinden, so erhalten wir hiernach 
das folgende Gleichungssystem: 

(fi Wx + 0,g, + B^\) + g^{CJ^ + Bg, + A^h^) 

+ h,{BJ, + A,g, + Ch,) = A', 

/■» (Afi + C,g^ + B^\) + g^ {CJ, + Bg, + A,k,) 

+ h,{BJ,+A,g, + Ch,)=.0, 

fz Wx + C^9x + A*i) + 9^^(^xA + %i + Ah,) 

+ h,{BJ, + A,g, + Ch,) = 0. 

Multiplizieren wir beide Seiten dieser drei Gleichungen der Reihe 
nach mit f,, f^, f^ und ebenso mit y^, g^, g^ und Äj, Aj, Äj imd 
addieren sie jedesmal, so erhalten wir nach den Formeln (II) und 
(IQ) in § 19 auf S. 144 das neue System: 



(HI) 



UA-Ä)f, + C,g, + B,h, = 0, 



(IV) 



1 



A/i + A9i + (c - Ä')h^ = 0. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

so daß der ersten Gleichung zufolge Ä eine Wurzel der kubischen 
Gleichung: 

{Ä - u)(B - u){C - m) - Ä^^{A - m) - Äi«(^-m) 

- C^^[C^u) + 2A^B^C^ =0 

sein muß. Diese Gleichung hat die Form: 

(7) u^-^au^ + ßu-y^O, 
wo: 

(8) a^ A + B + C, 

(9) ß==BC+ CA + AB-^A^^- B^^ - q*, 

(10) y = ^^C - J^i» - BB^^ - CC^^ + 2A^B^ C^, 

und entsteht durch Elimination yon v aus den beiden Gleichungen: 

(11) UV + ßu — av -^ y = und: 

(12) V = u\ 

Jede Wurzel m der Gleichung (7) ist demnach die Abscisse 
eines Durchschnittspunktes der gleichseitigen Hyperbel (11), deren 
Asymptoten die Parallelen zu den Koordinatenaxen durch den Punkt 
(— /?,a) sind, und der Parabel (12), deren Scheitelpunkt der Anfangs- 
punkt, und deren Axe die Ordinatenaxe ist (Fig. 76.) Da die der 
Ordinatenaxe parallele Asymptote der Hyperbel durch den Punkt 



id8 
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(— /9, ß^ der Parabel in zwei Teile zerfallt, von denen der eine ganz 
innerhalb^ der andere ganz außerhalb der Parabel liegt, wahrend 
von der anderen Asymptote nur ein endlicher Teil innerhalb der 
Parabel liegen kann, so enthält derjenige Zweig der Hyperbel, welcher 
dem innerhalb der Parabel gelegenen Teile der ersten Asymptote zu- 
strebt, sowohl innerhalb als außerhalb der Parabel gelegene Punkte, muß 
diese also mindestens einmal schneiden. Die kubische Gleichung(IV) 
hat folglich mindestens eine reelle Wurzel u — Ä. 

Ist eine solche Wurzel Ä bekannt, . so können die Bichtungs- 
kosinus der Axe OX' aus den Gleichungen (6) gefunden werden, es 




Fig. 76. 



(13) 



I 



müßten denn die Ausdrücke der rechten Seite sämtlich verschwin- 
den. Sucht man in diesem Falle f^, p^, h^ aus den ersten beiden 
Gleichungen des Systems (HI) zu bestimmen, setzt also: 

/i :g^:h, = A^C^ - (5 - Ä)B,iB^C^ - [Ä - A')Ä, 

:{Ä ^ Ä){B ^ Ä) -^ C^^, 

und sollten auch hier die Ausdrücke rechts sämtlich verschwinden, 
so wäre: 

(14) A-- Ä':C^:B^^C^:B-Ä':A^=B^iÄ^iC^Ä', , 

d. h. die drei Gleichungen des Systems (III) folgen aus einer der- 
selben und sind erfüllt, sobald OX' nur senkrecht steht auf der Axe 
OZ' mit den Bichtungskosinus: 

(15) /i-^^s^Äs^-^ — ^''-^i-A— C^:B -- ÄiA^ =B^:A^:C-A\ 



Bedingungen der RotcUionsfläfshe, 199 

Ist dann auch 0¥'_[_0Z' und OX', so ergeben sich aus den 
Gleichungen (DI) die Gleichungen (5), es ist folglich 5/ = Cj' = 0. 
Es bleiben nunmehr aber auch die Gleichungen (III) erfilUt, wenn 
man f^, g^, h^ durch f^, g2, h^ ersetzt, so daß auch B^Ä und 
Cj'=Jj'=0 ist; durch Gleichung (I) ist dann folglich, falls B ^ A! 
von Null verschieden ist, eine Rotationsfläche dargestellt. 

um die Bedingungen kennen zu lernen, die dann zwischen den 
Koeffizienten von (I) bestehen, müssen wir drei Fälle unterscheiden. 
Sind erstens die Größen A^^ B^y C^ sämtlich von Null verschieden, 
so folgt aus den Gleichungen (14) leicht: 

(16) ^' = 2^ - ^ = 5 - ^' = C - ^ , 

und es ergeben sich umgekehrt aus diesen drei Gleichungen die den 
Proportionen (14) äquivalenten 6 Gleichungen. Aus (15) und (16) 
folgt in diesem Falle: 

(17) f,:g,:h^=^B,C,:C,A,:A,£,. 

Ist zweitens etwa A^^ = 0, so können -B^ und Cj nicht beide von 
Null verschieden sein. Ist dann etwa noch Ä^ = 0, C^ hingegen von 
Null verschieden, so folgt A' = C und: 

(18) {A - q{B - C) =^ C,^ 

und es ergeben sich umgekehrt aus diesen Gleichungen die Pro- 
portionen (14); alsdann wird: 

Die entsprechenden Bedingungen würde man erhalten, wenn entweder 
Bj^=C^=0 oder (7^ = J^ = wäre. Ist drittens A^=:^ B^^ C^=^ 0, so 
stellt (I) nach dem Früheren eine Rotations- oder parabolische Cylinder- 
fläche dar, wenn von den Größen A, B, C zwei einander gleich sind. 
Genügen daher die Koefficienten der Gleichung (I) weder den 
Bedingungen (16) noch der Gleichung (18) oder einer der beiden 
ihr analogen, so muß es möglich sein, die Richtungskosinus /'j,^j,Aj 
von OX' aus den Gleichungen (6) oder (13) zu bestimmen, und es 
wird dann, weil Ä eine Wurzel von (IV) sein soUte, das System 
(DI) erfallt sein. Sind also OY' und OZ' irgend zwei unter ein- 
ander und auf OX' senkrechte Axen, so folgt aus dem Systeme (DI) 
umgekehrt das System (5), die Transformation (D) führt demnach 
unsere Gleichung (I) sicher in eine solche über, in welcher die 
Koefficienten von 2xy' und 2xz' verschwinden. Dann wird der 
Koefficient A^ von 2yz' im allgemeinen von Null verschieden sein. 
Denn verschwindet A^ bei bestimmter Wahl von OY' und OZ', so 
würde eine weitere Koordinatendrehung um OX': 
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(20) X = x"j y' = y" cos € — z" sin 6, z' = y" sin t + /' cos < 

stets wieder das Glied ^y'z" zum Vorschein bringen, es müßte denn 
jB' = (7 sein. Dann bestünde aber das System (III) , wenn man 
Ä durch B und fi,gi^ h^ entweder durch ^ , ^2 » *2 ^^®^ durch /"g , ^3 , A3 
ersetzt, es wäre folglich (vgl (III) auf S. 144): 

(21) f^:g^:h^ = Ä-F:C^iB^^C^:B^ff\A^=B^:Ä^:C-'B, 

woraus wieder die Bedingungen (16) oder (18) folgen würden, deren 
Bestehen wir ausgeschlossen haben. 

Ist nunmehr Ä^' von Null verschieden, so können wir die Drehung 
(20) immer so einrichten, daß Gleichung (1) in eine solche übergeht, 
in der auch das Glied 2y'V fehlt; wir brauchen ja nach Formel (8) 
in § 10 auf S. 87 nur: 

(22) tg26 = -^^ 

zu setzen. 

Hiermit ist bewiesen, daß Gleichung (I) durch eine rechtwinkelige 
Koordinatentransformation (II) stets auf die Form : 

(1») Ä'x'^ + By^ + Cz'^ + 2Bx' + 2Ey' + ITz' + Ö = 

gebracht werden kann, daß folglich durch Gleichung (I) nur eine 
der von uns behandelten Flächen 2. Grades dargestellt sein kann. 
Zugleich sieht man, daß, wenn weder die Bedingungen (16) noch 
Gleichungen von der Form (18) erfüllt sind, die Größen Ä,B\ C, die 
hiemach stets reell und sämtlich Wurzeln der Gleichung (IV) sein 
müssen, voneinander verschieden sind; denn wäre etwa B =^ C\ so 
würden sich wieder die Proportionen (21) ergeben, die unserer 
Voraussetzung wideisprechen. Denken wir uns daher die Eichtimgs- 
kosinus von 0X\ 0Y\ OZ' durch das System (III) und die beiden 
anderen bestimmt, die aus ihm durch Substitution der beiden anderen 
Wurzeln B und C an Stelle von Ä entstehen, so folgt hieraus 
auch leicht direkt, daß die so bestimmten Axen aufeinander senk- 
recht stehen. Durch Gleichsetzung der beiden in Gleichung (3) 
stehenden Formen von C( folgt z. B.: 

(23) = (^ - Ä) (/i/; + g^g^ + h^h^\ 



^ Daß die linke Seite TJ von Gleichung (IV) stets für drei reelle und im 
allgemeinen verschiedene Werthe von u verschwinden muß, folgt für den Fall, daß 
-4i , ^ , Ol von Null verschieden sind, auch leicht daraus, daß TJ auf die Form: 

p(w~ B + j)(t*- C + r) + ^(m- + r)(«- J.+p) + r(«-A+p)(t»-JB4-?) 

- (m - -1 + jp)(t* - B + 5) («* - + r), 
wo: 

_ J?,c, CA ^ AJ5, 



^. ' " £. ' c. 
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Das Resultat unserer Untersuchungen können wir hiernach in 
den folgenden Satz zusammenfassen: 

70. Gleichung (I) kann durch eine rechtwinkelige Koordinatentrans- 
formation (II) stets auf die Form: 

(1») Äx'^ + ffy'^ + Gz'^ + IBx' + 2Wy + 2 i?''/ + G^ = 

gebracht werden. Um die Richtungskosinus f., g., h^ {i = 1, 2, 3) der 
neu£n Axen G'S ^ 0Y\ OZ zu finden^ bestimme man zuerst Ä, B ^ C 
als die drei stets reellen Wurzeln der kubischen Gleichung (IV) und 
dann f^^g^^ h^ aus dem Systeme (III) und den beiden ihnen analogen^ die 
bei Ersetzung von Ä durch B und C' entstehen. Hieraus werden diese 
Richtungskosinus nur dann nicht bestimmt sein, wenn etwa Ä = B. Dieser 
Fall tritt erstens ein, wenn A^, B^^ und C^ von Null verschieden und zugleich: 

(V) ^ - --^_ _ ^ _ __ _ G - -^ , 

alsdann ist f^'^g^'^h^ = Ri ^'i xC^^A^: A^ B^, während OX' und OT' irgend 
zwei untereinander und auf GZ' senkrechte Axen sind. Jener Fall tritt 
zweitens ein, wenn von den Großen A^, R^^, C^ mindestens zwei, etwa 
A^ und R^, verschwinden, und außerdem (A — C) (R —• C) =: C^^ ist; 
alsdann ist f^'S^^'^s = ^ — C: 0^:0, während OX' und GY' wie eben 
bestimmt sind. In beiden Fällen und nur in diesen stellt Gleichung (I) 
eine Rotationsfläche oder einen parabolischen Cylinder dar. 

Um hiemach aus den Koefficienten der Gleichung (I) seihst 
unmittelbar über die Art der durch sie dargestellten Flächen 2. Grades 
entscheiden zu können, bemerken wir zuvörderst, daß die Größen 
Ä,B,C dann und nur dann alle von demselben Vorzeichen 
sind, wenn gleichzeitig: 

(24) BG + C'A'+ÄB >0 
und: 

(25) A'BC {A'+B+C)>0. 

Wäre nämlich dann etwa A' > 0, hingegen B und C < 0, so würde 
aus (25) folgen, daß J' > -- (^+ C); ersetzt man also in der nach 
(24) positiven Differenz BC' — Ä{— B — C') den positiven Subtra- 
henden durch den kleineren (— jB' — (7')(— ^ — 6"), so müßte auch 
BC' -[B + Cy = - 5'2 __ ^"2 _ ^c positiv sein, was den Voraus- 
Setzungen widerspricht. Ebenso zeigt man, daß jene Ungleichungen 
für A' < und B und C" > nicht bestehen können. 



gebracht werden kann; nimmt man dann an, was ja nur Sache der Bezeich- 
nung ißt, daß Ä— p<B — q< C — r sei, so folgt, daß zwischen — oo und 
B — q, B — q und C — r, C — r und + oo je eine Wurzel der Gleichung (IV) 
liegt Dasselbe folgt für Jj = aus (IV) selbst. 
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Es wird daher darauf ankommen, die obigen symmetrischen 
Funktionen von A\ B\ C durch die Eoefßcienten von Gleichung (I) 
auszudrücken. Zu diesem Zwecke gehen wir aus von den beiden 
Systemen : 

(m») i B'ff, = C,f, + Bg^ + A^\, 

Bh^ = BJ^ + Ä,g^ + Ch^ 



und 



(IIP) 



Cy, = C,/-3 + 5^3+^1 Ä,, 



(26) 



Fuhren vdr die neuen Bezeichnungen ein : 

% = BC-Ä^^, ^ = CJ-Bi\ (l = AB-C^'; 

% = B^q - AÄ^ ,^^^C^A^-BB^, ©1 = A^B^ - C(\, 

80 folgt hieraus unter Berücksichtigung der Identitäten (lY) in 

§ 19 auf S. 144: 

(27) BC'{g^h^ - h^g,) = BC'f^ = Uf, + ^^ g^ + fö,k^, n. s. w. 

Man erhält so das System: 

(VI) B'C'ff, = e,/; + %, + ?i,Ä, , 

und zwei analoge, die hieraus entstehen, wenn man/^,^^,^^ durch 
f2^ 9%y ^2 ^^^ fs' ffsy ^B^ sowie JB'C durch C"^' und -4'^' ersetzt. Da 
fiy 9ii ^1 Glicht gleichzeitig verschwinden können, so folgt daraus, 
daß man beide Seiten dieser drei Gleichungen entweder mit resp. 
Aj C\, B^ oder C^, B, A^ oder B^, A^, C multipliziert und addiert, 
und aus dem Systeme (III): 

^^^^ { = ^193^ + ^,211 + (7g = /. 

Multipliziert man femer beide Seiten der ersten der Glei- 
chungen (VI) und der beiden analogen Systeme der Eeihe nach mit 
fv fv /s ^"^^ addiert sie, so folgt: 

(29) B'C'f^^ + C'Äf\^ + ÄEf^^ = 21, 

denen sich die analogen: 

(30) S C'g^^ + C'Äg^^ + ÄFg^^ = SB, 

(31) BC'h^^ + CÄ\^ + J:Fh^^==(S., 

(32) F C'g^ Äj + C Äg^ Ä, + ^' ^y, Ä, = Stj u. 8. w. 
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anschließen. Durch Addition beider Seiten der Gleichungen (29), 
(30) und (31) folgt: 

33) JB^c + c'Ä + Ä'F=^ a + » + e: = /s. 

Aus den Gleichungen (2) folgt endlich noch : 

(34) Ä' + F + C^Ä + £+C=^a. 

Um nunmehr die Kriterien für die Art der Fläche (I) voll- 
ständig angeben zu können^ fehlt uns noch der Ausdruck für die 
Größe A (vergl. Formel (IV) in § 21, S. 170): 

(35) A = BCD'^ + C'ÄB'^ + Ä'FF^ ^ ÄS CG, 

Nach den Formeln (4) und den Gleichungen (29) ff. erhalten 
wir hierfür: 

(VII) A = ai>2+ 95^2 + ^F^ + 2S(iJ?i^+ l'^i^FB+^^^BE-yG. 

Nach den Sätzen 64 und 65 in § 21 auf S. 176 und 178 können 
wir daher die gesuchten Kriterien in dem folgenden Satze ausdrücken: 

71. Durch Gleichung (I) ist für ^ = 0, falls zugleich 2I = ist, 
eine Cylinderfläche dargestellt^ deren ebene Schnitte Kegelschnitte der- 
selben Art sind, falls ^J > 0, ein elliptisches j und falls ^J < 0, ein hyper- 
bolisches Paraboloid, Ist hingegen y von Null verschieden und sind 
ß und u . y beide positiv, so stellt Gleichung (I) für A^O keine reelle 
Fläche dar, für ^J > ein Ellipsoid, Sind endlich für y^O die 
Größen ß und cc,y nickt beide positiv , so ist die durch Gleichung (I) 
dargestellte Fläche für 2I > ein zweischaliges Hyperboloid, für 
J = eine Kegelfläche und für J < ein einschaliges Hyperboloid. 

Will man für y = A = () über die Art der Cylinderfläche ent- 
scheiden, so braucht man nur Satz 32 in § 10 auf S. 88 auf die 
Schnitte der Fläche mit den Koordinatenebenen anzuwenden, da diese 
nicht sämtlich der Axe des Cylinders parallel sein können. 



1. Aufgabe. Die Hauptaxen und die Art der Flächen: 

IIa:» + 11^2 + 27^2 - \Syz - \9^xz + 14:ry = 36 und 
9:r2 + 25y2 + \Qz^ - 24^ - 40ar - 30r = 

zu bestimmen. 

2. Aufgabe. Man bestimme die Hauptaxen des Kegels, der 
den Kreis x^ + y^ = a^ vom Punkte (/, m, w) aus projiziert. 

3. Aufgabe. Es sollen diejenigen Punkte des Raumes gefunden 
werden, von denen aus ein Kegelschnitt durch einen Rotationskegel 
projiziert wird. 

Man findet einen zweiten Kegelschnitt in einer zur Ebene des 
ersten senkrechten Ebene, von dem zwei (der) Scheitelpunkte und 
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die (der) Brennpunkte in die (den) Brennpunkte resp. zwei (den) 
Scheitelpunkte des gegebenen fallen; Benutzung der Bedingung (18). 

4. Aufgabe. Man diskutiere für die verschiedenen Arten der 
Flächen 2. Grades die möglichen Arten der Tangentialcylinder 
(8. Gl. (b) auf S. 196). 

5. Aufgabe. Den Ort derjenigen Punkte zu bestimmen, von 
denen aus ein EUipsoid als Eugel erscheint. 

Es sind die Punkte, von denen aus gerade Tangentialkegel an 
das Ellipsoid gelegt werden können (s. Gl. (a) auf S. 196). Die Be- 
dingungen (16) liefern nur Punkte der Fläche selbst, die Bedingungen 
(18) Linien in den Symmetrieebenen, deren Gleichung deshalb in 
einer solchen Form erscheint, daß sie die Gleichung der betreffenden 
Hauptellipse als Faktor enthält. Man erhält so die beiden Fokal- 
kegelschnitte, welche dieselbe Lage gegeneinander haben wie die- 
jenigen in Aufg. 3; ihre Punkte traten schon in Aufg. 6 des § 20, 
S. 168 und in Aufg. 7 des § 21, S. 181 auf. Dieselbe Untersuchung 
kann man auch für die übrigen Flächen 2. Grades durchführen. 

6. Aufgabe. Man beweise, daß ein Fokalkegelschnitt aus 
jedem Punkte (/, rw, n) des EUipsoids durch einen Kegel projiziert 
wird, von dem die Normale des EUipsoids im Punkte (Z, m, n) eine 
Hauptaxe ist. 

Man hat zu zeigen, daß die Eichtungskosinus der Normale das 
System (Hl) befriedigen, wobei sich Ä von selbst ergiebt. Der Satz 
zeigt, daß jeder von einem Punkte eines Fokalkegelschnittes aus- 
gehende Lichtstrahl durch das Ellipsoid als Spiegel wieder in einen 
Punkt desselben Fokalkegelschnittes reflektiert wird. 

7. Aufgabe. Man suche den Ort der Punkte, für welche das 
Verhältnis der Entfernungen von zwei windschiefen Geraden kon- 
stant ist. 

8. Aufgabe. Den Ort der Schnittlinien zweier entsprechend 
gleichwinkeliger Ebenenbüschel zu bestimmen. 

Die beiden Ebenenbüschel kann man in der Form annehmen: 

(arcoscJ + ysin^cosy + {z — c)sinqp = 0, 
(xcos^ — ^sin^) C0S1// -\- (z + c) sint^ = 0, 
wo cosqp = cos(i/; — c) und siny = sin('i// — 6) sein muß. 

9. Aufgabe. Man beweise, daß durch die beiden Gleichungen: 

y2(l _ tg2^ + z^ + 2a:ytg(J +2pz==0 und 
^2(1 - tg^ß) + z^- 2xt/tgs - 2^2: = 

zwei einschalige Eotationshyperboloide dargestellt sind, die sich 
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längs der Axe OX berühren und die Axe OZ zur gemeinsamen 
Normale in einem Scheitelpunkte haben (Hyperboloidräder). 

Benutzung des Satzes 70 und der Formel (I) in § 24. 

10. Aufgabe. Man führe Aufgabe 2 in § 10 auf S. 93 für 
den Kaum durchs indem man die feste Gerade durch eine feste 
Ebene (ar = 2rf) ersetzt und den Kreis durch eine Kugel (für die 
Koordinaten des Mittelpunktes der Fläche vergl. die Formeln (II) 
im nächsten Paragraphen). 

§34- 
Konjugierte Durchmesser der Flächen 2. Grades. 

Nachdem wir schon in § 22 auf S. 186 gesehen haben, daß 
auch den Flächen 2. Grades analoge Durchmessereigenschaften zu- 
kommen wie den Kegelschnitten, wollen wir dieselben nunmehr syste- 
matisch untersuchen, indem wir von der allgemeinen Gleichung (I) 
des vorigen Paragraphen ausgehen. Bringen wir die hierdurch dar- 
gestellte Fläche 2. Grades mit der Geraden : x = p + uf, y = q + up, 
z =: f + uh zum Durchschnitte, so erhalten wir für die Abstände u 
der gesuchten Schnittpunkte vom Punkte {p,q,r) die folgende qua- 
dratische Gleichung: 

( u\Ap + Bg^ + CÄ2 + 2 A^gh + 2£,hf+2 CJg) 

(1) + 2u{{Ap + C,q + £^r + D)f+{C,p + Bq + J^r + E)g 

l +{B^p + A,q+Cr + F)h} + P^O, 

wo* 

'( P={Ap + C,q + B,r + D)p + {C,p + Bq + A,r + E)q 

^ M + {SiP + A^q + Cr + F)r + I)p + Eq + Fr + G. 

Soll nun die Gerade eine Tangente der Fläche im Punkte (;», y, r) 
sein, so muß sowohl der Koefficient von 2w als P verschwinden. 
Setzt man daher für fjg,h umgekehrt (ar— j9):m, u. s. w., so erhält 
man auf Grund von (2) als Gleichung der Tangentialebene im 
Punkte (p, y, r): 

j {Ap + C^q + B,r + I))x + [C^p + Bq + A,r + B)g 
^ M + {^iP + A^q + Cr + F)z + Dp + Bq + Fr + G = 0. 

Weiter ergiebt sich als Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen 
der Fläche mit den Eichtungskosinus /", ^, A die Durchmesser- 
ebene: 

^' \ + (B,f+ A,ff + Ch)z + Df+ Eff + Fh = 0. 
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Alle diese Durchmesserebenen enthalten ofifenbar den endlichen 
oder unendlich fernen gemeinsamen Punkt der drei besonderen 
Durchmesserebenen : 

(4) j C^x + By + Ä^z + E^Q, 

\ B^x+Ä^y+Cz + F^O, 

welche den Eichtungen der drei Koordinatenaxen zugeordnet sind. 
Ist, wie wir zunächst annehmen wollen, die Größe / von Null 
verschieden, so ist dieser Punkt der Mittelpunkt der Fläche; 
wir erhalten seine Koordinaten p, q, r, wenn wir die Gleichungen (3) 
der Reihe nach mit «, ©i, ©i (vergl. Gl. (26) und (28) auf S. 202) 
multiplizieren und addieren und entsprechend mit ^^y^j^ nnd 
39j,Sli,® resp. verfahren, nämlich: 

r -pY^.^D + ^^E + '^^F, 

(II) { ^qy^^^I) + S6E-\- \F, 

Bei Substitution dieser Werte von p, q, r wird (vergl. (VII) auf 
S. 203): 

(5) P =^ Up + Eq + Fr + G =^ --. 

Um nunmehr die Beziehungen der veiechiedenen Durchmesser 
zu einander für J^O zu studieren, führen wir die AbkürzuDgen ein: 

^fi + C^9i + B^h, = F,, 

(6) \c,f, + Bg, + A,h,^G,, 

^ifi + Affi + ^^ = ^r 
Dann ist zunächst nach (1) und (5) die Länge u^ des Halbmessers mit 
den Eichtungskosinus /i,^<,Ä^ gegeben durch: 

(7) u,\f,F, + ff,G, + k,H;) = p 

Jedem solchen Halbmesser u. ist die Durchmesserebene: 
(3») F.x+G.y + H.z + Bf. + Ey. + Fh.^O 

konjugiert, welche der Ort der Mittelpunkte der dem Halbmesser u. 
parallelen Sehnen der Fläche ist Dann sind offenbar je zwei Halb- 
messer u. und Uj^ einander in dem Sinne konjugiert, daß der eine in 
der dem anderen konjugierten Durchmesserebene liegt; denn dann 
besteht zwischen ihren Eichtungsko^nus die Bedingung: 

(8) = F/, + G^^ + H,\ = FJ,+ G^, + ff,h,. 
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(9) 



Hieraus geht hervor^ daß eine Mittelpunktsfläche 2. Grades un- 
endlich viele Tripel einander konjugierter Halbmesser 
besitzt. Die Richtung {f^ , ff^ , äJ des einen dieser drei Halbmesser 
können wir nämlich willkürlich annehmen und ebenso die Richtung 
(/*2,^2»^2) öi^ös zweiten in der dem ersten konjugierten Durchmesser- 
ebene; dann ist ja der dritte Halbmesser vollkommen bestimmt als 
Schnittlinie der den ersten beiden konjugierten Durchmesserebenen. 

Die Quadrate solcher drei konjugierter Halbmesser lassen sich 
nun wesentlich einfacher ausdrücken. Für einen derselben gelten 
nämlich nach (7) und (8) die drei Gleichungen: 

Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit 
/jSini7j, /jSin^g, /gSin^g (vergL die Formeln (V) und (IV^) in § 19 
auf 8. 144 u. 151) und verfahren entsprechend mit m^sinrj^, m^sini^^; 
m^smr]^ und n^sini^^, n^sinfj^, n^siurj^y so folgt: 

(10) u^TyF^ = A\wiri^^u^TyG^ = Avfi^^\xs.r\^^u^TyH^ = J/i^sim/j, 

und entsprechende Gleichungen gelten für u^ und u^. 

Hieraus folgt nach einer leichten Rechnung (vergl. Formel (31) 
und (IV«) in § 19 auf S. 151 u. 152): 

\u^^u^^T^r\G^H^ - E^ G,) = u^'u,^T'r\^ll, + ^,m, + 95,n,)siniy, 

= ^^(wigWg — n^m^)smr]^ sin^g = J^f^ sinc^ siniy, sin^j = J^ Tf\, 

wenn wir uns die positiven Seiten der drei Halbmesser so gewählt 
denken, daß ^ positiv ist. Schreiben wir Gleichung (11) in der Form: 

(11*) u,H,^Ty^{^l^ + (S^m, + fö,n,)j8mv, = J^i 

und substituieren für l^Jsmfj^ u. s. w. ihre Werte aus (10), so folgt, 
da wir mit w^ denjenigen der drei Halbmesser bezeichnen können, 
für welchen f. nicht verschwindet: 

Hiemach können wir den ersten Gleichungen des Systems (10) 
und den beiden analogen für u^^ und u^^ die folgende Form geben: 



(11) 
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Maltiplizieren wir diese drei öleichungen der Beihe nach mit l^sinr]^, 
l^sinfj^, I^sinrj^ und addieren sie, so folgt: 

(13) u^^u^^sin^l^^ + u^\^Bm%l^^ + u^^u^^sm^rj^l^* ^ ~f ^' 

Addiert man hierzu die beiden analogen Gleichungen für B und (7, 
so erhalten wir die Kelation (vergl. Gleichung (8) auf S. 197): 

(IV) Mg'ttg^sin^^j + Mg^Mj^sin^iyg + u^^u^^^m^ri^ = 



f 



Nach (DI) kann man (11*) auch in der Form: 

(14) A[m^ + e^TWi + »ini)sin^i = y^Tu^^fy^ 

schreiben, denen sich die entsprechenden Gleichungen: 

(15) J(8l/2 + ^i^n^ + «i^)8m^2 = Y^Wf^^ 

(16) A[^l, + e,7/i3 + ^,n,)Bmn, = fTu,^f, 

anschließen. Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Beihe 
nach mit f^, f^y f^ und addieren sie, so folgt: 

(17) A% = Y^ {u,%» + u,%^ + «3Y3»). 

Addiert man hierzu die beiden analogen Gleichungen für © und K, 
so ergiebt sich endlich die Eelation (vergl. Gleichung (9) auf S. 197): 

(V) u,^ + u^ + u,^^^. 

Die Relationen (DI), (IV) und (V) gestatten eine einfache geo- 
metrische Interpretation, wenn man annimmt, daß die drei Halb- 
messer Mj, Wg, Mg reell seien, welcher Fall nach diesen Belationen 
nur dann eintreten kann, wenn A, ay und ß positiv sind, wenn die 
Fläche also nach Satz 71 ein EUipsoid ist; umgekehrt hat ja für das 
Ellipsoid jeder Durchmesser reelle Endpunkte, übrigens können 
wir auch wie auf S. 201 aus den Relationen (DI), (IV) und (V) be- 
weisen, daß tt,2, M2^ Wg^ positiv sein müssen, wenn J, ay und ß positiv 
sind, indem wir den Satz^ benutzen, daß sin^^ < sin^ß+ sin?;^ ist 



^ Dieser Satz der sphärischen Trigonometrie, der in keinem der dem 
Verfasser zugänglichen Lehrbücher zu finden war, folgt für den Fall, daß 

ri^ ^ i/j und //g ist, aus der Ungleichung 2 sin — ^ < 2 sin —1. + 2 sin _ i- , die 

a a u 

eine bekannte Eigenschaft des geradlinigen Dreiecks ausdrückt, das mit dem 

sphärischen die Ecken gemein hat; denn dann ist cos — ^ ^ cos —^ und cos —- . 

Der Satz ist also bewiesen, wenn 17^, 17^ und 17^. ^ 90* sind, 'und folgt für 
i/jj, j/j, i/j^90® aus der Betrachtung des Nebendreiecks mit den Seiten 1/^, 
180° — i/j, 180** — 7j.. Auf diese beiden Fälle können aber mit Hilfe der 
Nebendreiecke alle anderen zurückgeführt werden. 
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Für je drei konjugierte Halbmesser gilt demnach der folgende Satz : 

72. Für je drei konjugierte Halbmesser eines Ellipsoids ist kori' 
stant erstens die Summe der Quadrate derselben , zweitens die Summe 
der Quadrate der Flächeninhalte der drei von ihnen gebildeten Dreiecke 
und drittens der Rauminhalt des von ihnen bestimmten Tetraeders, 

Dieser Satz läßt sich auch aus den entsprechenden Eigen- 
schaften der Ellipse (Satz 35, S. 97) beweisen, da jedes Tripel kon- 
jugierter Durchmesser dadurch in jedes andere übergeführt werden 
kann, daß man dreimal je ein Paar durch ein Paar derselben 
Ebene ersetzt. 

Auch Gleichung (17) gestattet die Interpretation, daß die Summe 
der Quadrate der Projektionen je dreier konjugierter Halbmesser auf 
eine bestimmte Axe (OX) konstant ist, und eine entsprechende Inter- 
pretation gilt für Gleichung (13) (in Beziehung auf die Ebene OYZ), 

Nehmen wir an, daß die Fläche 2. Grades auf ihre Haupt- 
axen bezogen sei, daß also Gleichung (I) des vorigen Paragraphen 
die Form: 

(18) 5 + F + S = l 

habe, so lehren unsere Formeln die Bestimmung dieser Haupt- 
axen aus drei der Größe und gegenseitigen Lage nach ge- 
gebenen konjugierten Halbmessern der Fläche 2. Grades. 
Dann nimmt nämlich Gleichung (17) die Form an: 

(19) V/i' + «2Y3' + «3Y3' = «'. 
der sich die beiden anderen (gj = ©i =0): 

(20) MiYi^i + u^^f^g^ + u,%ff, = 0, 

(21) u, Yi Äi + «2 Ys ^ + H% K = o 

anschließen. Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe 
nach mit /^, g^, h^ und addieren sie und verfahren ebenso mit f^, 
9v K r^sp. U, g^j A3, so folgt: 

i u^Yi + ^2 Y2 cos Vs + ^3% cos ^2 = «Yi. 

(22) l u^Yi cos % + Ma Y2 + MgYg cos rj^ = «Yg, 

l Ml Yi cos ^2 + M2 Y2 cos ^1 + Mg Y3 = «Ys ; 

aus diesen drei homogenen linearen Gleichungen für die Kosinus 
fv f^t /s ^c^ Winkel der Halbaxe a mit den drei konjugierten Halb- 
messern Mj, Mg, Mg können die Verhältnisse jener berechnet werden, 
sobald die Halbaxe a so bestimmt ist, daß die drei Gleichungen (22) 
mit einander vereinbar sind. Eliminiert man demnach f^^ f^, f^ 
aus ihnen, so ergiebt sich für a^ = m die folgende kubische Gleichung: 

Schur, Analytische Geometrie. 14 
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In der That wird der Eoefficient von «j*«,*«,*: 

II — G0ß*i7i — coß'i/j — cos' 173 + 2 COS i7i COS lyj cos 4/3 
= (1 - cos» 173) (1 - cos» f/3) - (cos i7i - cos f/j cos 173)» 
=» siu'r/g sm^i^j — siii*^^ sin^i/j C08»6j = sin^i^jj sin^i/j sin»«^ = y». 

Scl^reibt man Gleichung (23) in der Form: 

I(Mj» - U) (Mg» - U) («3» - m) - («1» - U) U^^U^^ COS l/j 
- («2* - M)tt3X*^<^8l73 - («3» - M)ttj»tl,»COSl73 
+ 2Mj»M2^t«5» COS Vi COS 17g COS !?| ^ 0, 

SO geht sie in Gleichung (IV) des vorigen Paragraphen auf 8. 197 
ü^er^ wenn man setzt: «j» = Äy w^» = -ff| «3» = C^, «2^3 cosiy^ = Ä^^ 
u^u^ cos fJ2 = B^, u^u^ cos 173 SS (7^. Man kann folglich wie dort 
(yergL auch die Anm. auf S. 200 und 201) beweisen^ daß sie 
stets drei reelle und im allgemeinen von einander verschiedene 
Wurzeln a», d», c» besitzt Gleichung (23) Hefert somit einen neuen 
Beweis der Relationen (HI), (IV) und (V) für die besondere Flächen 
gleichung (18), und aus ihnen kann man wie auf S. 201 beweisen, 
daß a», J», c» positiv sind, wenn dasselbe von Mj», m^» und «3» be- 
kannt ist. 

Hat man nun aus den Gleichungen (22) und den entsprechen- 
den die Verhältnisse der f^, f^, f^ ; g^ u. s. w. gefanden, so bestimmt 
man diese Größen selbst aus (19) und den beiden entsprechenden 
Gleichungen« Substituiert man dann in die linke Seite von (20) aus 
(22) einmal die Werte von a^f^, a^f^, a^f^ und das andere Mal die 
von ^»^j, ^^9v ^'^3> ^^ ergiebt sich durch Gleichsetzung der so ge- 
wonnenen Ausdrücke, wenn, wie wir voraussetzen wollen, die drei 
Wurzeln unserer kubischen Gleichung verschieden sind, das Bestehen 
von Gleichung (20); ebenso beweist man dasselbe von Gleichung (21) 
und der entsprechenden dritten. Die Gleichungen (19), (20) und (21) 
zeigen nunmehr, daß: 

/l {92^^ - K9^) + /i (i^8^ - K9i) + /i iSxK - K9%) 

nicht verschwinden darf. Multipliziert man dann dieselben Gleichungen 
d^r Beihe nach mit f^, g^, h^ und addiert sie und verfährt ebenso 
mit den analogen Gleichungen für ä» und c», so erhält man in Bück- 
sicht auf die erste der Gleichungen (22) und die entsprechenden in 
^» und c» für die drei Größen: 
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drei homogene lineÄre Gleichungen mit den toefficienten f^, f^ f^\ 

ffv 92* 5^8' *i» *s» *8> ^^ ^^^ J^^® *^®^ Größen verschwinden müssen. 

Auf diesem Wege kann man direkt zeigen, daß die nach der obigen 
Vorschrift berechneten Größen /j, jr^, Äj, u. s. w. wirklich die Bichtungs- 
kosinus der g^ebenen konjugierten Halbmesser in Beziehung auf drei 
zu einander senkrechte Axen, die Hauptaxen der Fläche 2. Grades, 
sind. Man kann daher die Gleichungen (22) und die entsprechenden 
auch dazu benutzen, um die Bichtungskosinus dreier konjugierter 
Halbmesser eines Ellipsoids zu bestimmen, die gegebene Größen 
haben und gegebene Winkel mit einander bilden, vorausgesetzt, daß 
diese 6 Stücke die Relationen (DI), (IV) und (V) befriedigen. 

Transformiert man die allgemeine Flächengleichung (I) des 
vorigen Paragraphen auf drei conjugierte Halbmesser ii^, tt^ u^ als 
Koordinatenaxen mit Hilfe der Formeln: 

(25) x = p + f^x^ + /i^a + /i^sr ^- »• ^'^ 

so geht die allgemeine Flächengleichung nach (4), (7), (8) über in: 

(^ ^ + ^ + 5^ = 1' 

wo für ^ = auf der rechten Seite 1 durch ö zu ersetzen ist, uüd 
die i : u^ irgend! welche den P/^ + G^g^ + Hji^ proportionale Größen 
bedeuten. 

Handelt es sich um die Paraboloide, ist also y = 0, so führt 
die Transformation (25) deren Gleichung über in: 



(VII) ß>^2^^»+ ^^2^^2+ 2y^x^ =. 0, 

wenn [p, q, r) irgend ein Punkt des Paraboloids, (/i, ^j, Ä^) und 
(/i» 9^ ^) ^^^i konJTigierte Btehtungen der Tangentialebene dieses 
Punktes bedeuten, so also, daß: 

(26) ^if»+Gifft+S,h,=^0 
ist, uiid endlich: 

(27) /;:^,:Äg=a:S:i:»i = (ä:i:»:Sli«»i:8li:e 
ist. Für y = wird nämlich hiemach: 



(28) J = ± (Df±^ + ^y ± 93 + ^f± e)^ 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem % SB und % 
die nach (27) gleichen Zeichens sind, oder ß positiv oder negativ 
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sind. Für die co^^= ^ifi+ ^iffi+ ^i^i örgeben dann analoge Rech- 
nungen wie eben die beiden Relationen: 

T^a = ß>j^ sin* ^^ + (o^^ sin^iy^ , 



(vni) 



y V = «i* G? 



2 
2 > 



deren geometrische Interpretation für das elliptische Paraboloid von 
geringem Interesse ist 

Stehen die drei neuen Axen aufeinander senkrecht^ so sind p, q, r 
die Koordinaten des Scheitelpunktes des Paraboloids^ zu deren 
Berechnung man zunächst die folgenden drei Gleichungen erhält: 

(29) pA + qC^ + r^i + i> = 4-(2fi> + ©i^ + »^i^, u. s. w., 

die aber wegen y = nicht unabhängig voneinander sind. Sub- 
stituiert man jedoch die linken Seiten dieser Gleichungen in (2), so 
erhält man die zur Bestimmung von /?, qy r noch fehlende lineare 
Gleichung. 

Die Durchmessereigenschaften der CyUnderflächen decken sich 
mit denjenigen ihrer Kegelschnitte. 



1. Aufgabe. Man beweise, daß durch schiefe Spiegelung an 
der Ebene OXY jede Kugelfläche in ein EUipsoid übergeht, und 
daß je drei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel in drei 
conjugierte Durchmesser des EUipsoids übergehen (vergl. Aufg. 3. 
in § 10 auf S. 93). 

2. Aufgabe. Gleitet eine Strecke mit ihren Endpunkten auf 
irgend drei festen Ebenen, so beschreibt irgend ein Punkt der Strecke 
oder ihrer Verlängerung ein EUipsoid, und zwar erhält man den 
Endpunkt des jeder der drei Ebenen konjugierten Durchmessers, 
wenn die bewegliche Strecke auf ihr senkrecht steht (vergl. Aufg. 5 
in § 11 auf S. 101 und Aufg. 5 in § 20 auf S. 168). 

3. Aufgabe. Man stelle die Bedingungen dafür auf, daß ein 
EUipsoid drei gleiche und gegeneinander gleich geneigte konjugierte 
Halbmesser besitzt. 

4. Aufgabe. Man steUe die Bedingungen zwischen den Größen 
und Winkeln dreier konjugierter Halbmesser eines ElHpsoids auf, 
wenn dieses eine Rotationsfläche sein soU (vergl. Satz 70 auf S. 201 
und die Bemerkungen zu Gleichung (23) dieses Paragraphen). 

5. Aufgabe. Man bestimme die Kreisschnitte eines EUipsoids 
durch die Frage nach einem solchen Tripel konjugierter Halbmesser, 
von denen zwei einander gleich sind, aufeinander senkrecht stehen 
und gegen den dritten gleich geneigt sind. 
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6. Aufgabe. Man zerlege wie am Schlüsse von § 10, S. 92 
die linke Seite der Flächengleichting (I) des vorigen Paragraphen in 
die beiden linearen Faktoren, in die sie zerfallen muß, wenn erstens 
/ = und zweitens die drei Kegelschnitte zerfallen, in denen die 
Fläche von den drei Koordinatenebenen getroffen wird. 

Man untersuche die Abhängigkeit dieser vier Bedingungen von- 
einander. 

7. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Geraden, welche 
drei windschiefe Geraden gleichzeitig schneiden. 

Will man hier zu lange Eechnungen vermeiden, so wird man 
zwei Fälle unterscheiden: 1. die drei Geraden sind derselben Ebene 
parallel, 2. sie sind nicht derselben Ebene parallel. Im ersten Falle 
kann man die drei Geraden zu einer der drei Koordinatenebenen parallel 
annehmen und erhält ein hyperbolisches Paraboloid. Im zweiten 
Falle bilden die drei Geraden mit denjenigen, welche je zwei schneiden 
und der dritten parallel sind, sechs Kanten eines Parallelepipedons, 
dessen Mittelpunkt man zum Mittelpunkt eines den drei Geraden 
parallelen schiefwinkeligen Koordinatensystems machen kann. Trans- 
formiert man die so erhaltene einfache Gleichung auf irgend ein recht- 
winkeliges System mit demselben Anfangspunkte, so ist zu zeigen, 
daß Ä negativ ist (s. die Formeln (2), (3), (4) auf S. 196 und (IV»>) 
in § 19 auf S. 151). Ist das Parallelepipedon ein Würfel, so erhält 
man ein einschaliges Rotationshyperboloid besonderer Art; man be- 
stimme in diesem Falle die Rotationsaxe. 
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